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AVERTISSEMENT 



•M. Lacroix , dans uti excellent Ouvrage que j’ai 
déjà eu occasion de citer, et qui a pour titre: Essais 
sur V Enseignement , a posé et résolu cette question : 
Que dedt comprendre un Traité d' Application de 
l'Algèbre à la Géométrie , lorsqu'on le destine 
à des élèvès qui , pour se livrer ensuite aux 
questions physico-mathématiques , se préparent 
à recevoir sur l'analyse et la mécanique trans- 
cendantes , des leçons conformes à l'état actuel 
de ces sciences? N 'ayant rien à ajouter à ce que 
dit ce Géomètre , nous nous bornerons à conseiller 
de nouveau la lecture de ce livre précieux par 
l’érudition , les préceptes et les vues. Cependaut 
je dirai un mot en réponse à une opinion du même 
Géomètre, énoncée en ces termes, page 38a du 
même ouvrage : On voit aussi qu'il ne convient 
pas aujourd'hui de considérer d'abord le cône 
pour amener les courbes du second degré , car 
pourquoi commencer par cette surface plutôt 
que par toute autre ? Mais suivant que l'on con- 
sidère ces courbes comme des sections coniques , 
ou comme des lignes du second ordre , on doit 
les chercher dans le cône, ou les tirer de l'équation 
la plus générale du second degré entre deux va- 
riables) reste ensuite à constater, si l’on veut. 
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l’identité des résultats obtenus par ces deux Voles.’ 
Il ajoute : Et quand même on emploierait son 
équation ( celle de l'intersection du cône ) , on 
ne ferait encore que de l'algèbre , et non pas de 
l’analyse. Mais en écrivant , qu’on présente un 
plan variable de position au même cône , on se . 
rapproche des anciens, en même temps qu’on ap- 
plique l’Aigèbre à la Géométrie, ce qui ne peut 
être un inconvénient. Au reste , les professeurs 
qui regarderaient la surface du cône cnmmelii élé- 
ment étranger, ou d’un ordre supérieur, pourraient 
passer le ( chapitre sixième , qui n'est pas indispen- 
sable pour l’intelligence de ce qui suit , et s’en tenir 
au chapitre septième. 

Nous indiquerons aussi aux lecteurs , l’avant- 
propos de l’exposition d’une méthode pour cons- 
truire les équations indéterminées du second degré, 
qui se rapportent aux sections coniques, par Prony. 

Je suis loin de croire que j’ai réalisé ce vœu 
exprimé par M. Biot , dans la préface de son Essai 
dç Géométrie analytique ; je m'estimerais heu- 
reux si ce petit Ouvrage , après avoir été utile 
aux élèves , donnait naissance à quelqu' autre plus 
parfait , auquel je serai le premier à applaudir : 
j’aime à convenir que je n’aurais pas même eu 
la pensée d’écrire sur cette matière, s’il ne l’eût 
traitée avant moi; je saisirai donc cette occasion 
de lui voter à mon tour des remercîmens plus 
mérités sans doute que ceux qu’il a cru me devoir 
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pour quelques observations qui ne pouvaient lui 
échapper lors d’une révision de son ouvrage. 

J’ai tiré tout le parti possible du petit Traité 
de M. Lefrancois , ancien élève de l’Ecole Poly- 
technique , et maintenant officier d’artillerie. Je 
m’explique , parce que si l’on m’a accoutumé aux 
dénis de justice, je n’ai pas le droit d’exiger des 
autres la même résignation. Lefrancois n’a fait, 
à proprement parler , qu’une esquisse , mais c’est 
une esquisse qui laisse des regrets-, et surtout on 
désirerait que l’Auteur eut approprié son livre aux 
besoins des élèves qui se destinent à l’Ecole Po- 
lytechnique, et qu’aussi il eût morcelé les ques- 
tions, c’est-à-dire, qu’il les eût traitées individuel- 
lement. 

L’impression de mon Ouvrage était presque ter- 
minée, lorsque je reçus celui de M. Boucharlat , 
autre élève de la même École-, je n’ai donc pu 
rien empruuter de ce Traité qui , ne renfermant ni 
le plan ni les surfaces , n’est qu’une partie du mien 
plus complet encore à d’autres égards. 

Je reconnais avec plaisir que je dois à M. Dinet r 
mon'ami, l’idée de l’analyse qui m’a Servi à dé- 
duire de l’équation générale des courbes du pre- 
mier ordre, celles des asymptotes-, et, en partie, 
celle des sections du cône, à M. Puissant , géo- 
mètre connu par des ouvrages qui ipe dispensent 
de tout éloge. 

Rédiger un Traité de Géométrie analytique , 
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c’est, en quelque sorte, écrire sous la dictée de 
Monge : aussi verra-t-on que les chapitres IV 
et Y1I sont extraits en partie d’un mémoire ayant 
pour titre : Surfaces du premier et du second 
degrés , à l’usage de l'École Polytechnique , par 
MM. Monge et Hachette , lequel est suivi de deux 
notes par MM. Hachette et Poisson. 

Telles sont les sources dans lesquelles j’ai puisé 
une partie des matériaux du Traité que j’offre aux 
élèves; il se recommandera encore par les appli- 
cations , et en cela , je n’ai fait que me conformer 
au conseil donné et suivi par Newton, dans son 
Arithmétique universelle : irt scientiis enim addis- 
cendis , prosunt exempta magis çuàm prœcepta. 
Bien convaincu de cette vérité , que la pierre de 
touche de ces sortes d’ouvrages, est l’enseignement, 
j’invoque les observations des professeurs qui vou- 
dront bien faire de celui-ci le texte de leurs leçons. 

.Te terminerai par quelques distinctions qui ne 
paraîtront pas inutiles. Toute équation entre deux 
variables représente une ligne; toute équation entre 
trois variables est à une surface. Gette ligne et 
cette surface sont dites du premier, du second , etc. 
degré , suivant que l’équation est elle-même du 
premier, du second, etc. degré. Au premier degré 
appartiennent la ligne droite et la surface plane ; 
viennent ensuite les lignes et les surfaces courbes 
qu’on classe par ordre , ensorte que celles du second 
degré forment le premier ordre , celles du troisième 
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forment le second ordre, et ainsi de suite. Les sec- 
tions coniques sont donc des lignes du second degré, 
ou des courbes du premier ordre : à la vérité , ces 
dénominations n’ont pas été généralement adoptées 
ou plutôt emplojées par les Auteurs. Aussi M. Du~ 
bourguel , dans des observations sur 1 Ouvrage de 
M. Bioty qui pèchent un peu par la forme , n’a-t-il 
pas manqué de relever la dénomination : Courbes 
du second degré, très-fausse suivant lui , quoi- 
qu’elle ne puisse faire équivoque. 
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Fautes. 



or. 

y-b 



* — x y=r ■■■ 

(î) de(i)..i 

fcJcZ 1..?:. 

PH. 

P'M'" 



z — Ai h- Cr -+- D. 

C .. 



ou r* — 3 px’ 

AP, PM* 

Ci ou Cl/ 

conjugue» sont 

sur 1rs courbes du premier 

degré 

aux courbes du premier 
degré 



Pordonnee CR.* ...... . . 

Of) , nd 

OO. ml 

le poini de tangence M'F' 

M’Pm' 

MN. 

Fi' <I y K+Kt 



prem. surface illimitée, etc., 



Corrections. 
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y = d. 

= 00 . 

x' = x" y’ =y". 

(3) de lit 

y-fzza ( ). 

M'À'C. 
p/H. 

p"M". 

e= 

z == Ax -t- By •+■ D. 

D. 

H = — 

n _ 

6 — 

ou r» = ipx. 

AP , PM. 

cb ou ci', 
conjugués font, 
sur le» courbes du premier 
ordre. 

aux courbes du premier 
ordre. 

changes partont.Fen f. 
Pordonnee CB! 1 . 

on, o,i. 
on, cw. 

le point de tangence M'. 
M’P'm'. 

Mm. 

Fi'<FK-<-Kt'. 
l’indication de lu figure 93 
correspond à ta uernièra 
ligne de la conclusion , eu 
lettres italiques, 
surface limitée. 



Nota. Dans les Gg. 63 et 64 , le diamètre FU ne doit pas passer par le» 
sommci* de la courbe. 
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INTRODUCTION. 



1 . Placer dans l'angle droit E AF une droite donnée EF , tig. ’■ 
de manière que cette droite prolongée passe par un point 
donne C également éloigné des deux lignes AB , AD. 

Supposons le problème résolu , cèst-à-dire , la droite CF 
dans la position cherchée : les distances Égales CH et CD 
sont connues , nous les désignerons par a , et nous représente- 
rons par b la moitié FG de la ligne donnée EF : on peut pren- 
dre pour inconnue la longueur CG , parce que de CG on peut 
conclure CE ou CF, c’est-à-dire un autre point E ou F de 
la droite cherchée. Nous ferons donc CG =#■. On a 

— » , -s 

CF— /JC — ISP, 



ilém. de Géométrie. 
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INTRODUCTION, 
et conséquemment 

\ • 

B F =: y/jr 4 -f- a bx -J- 6“ — a* : 
les triangles semblables CDE, FBC donnent 

CE CF x — b x -f- è 

CD B b' a j/x“ -f- a bx -f- b 2 — a* 

faisant disparaître le radical, et ordonnant suivant les puis- 
sances de x, on est conduit à cette équation du quatrième 
degré 

x* = a (a* -f- b % ~) x* -f- a a*h* — M 
qui, résolue par la méthode du second, donne 

x* = a* + à* ± l/a* + 4tbb\ 
et enfin * 

x = ± \^a 7 -{-b 7 ± a l /a* -f- . 

Mais on aurait pu prendre CE pour inconnue, et poser 
CD = a , EF —b, CE — x : alors on a 

2?F = y/r* -f- aèx + 6“ — a*; 

d’ailleurs 

CE _CF x x + h 

CD B b a l/x 4 -f- aéx -f- é a — a*‘ 

«levant au carré et ordonnant, on parvient à l'équation 

x * -(- ahx 3 -j-(b % — a a 7 ) x* — aebbx — a 7 b 1 — o 

qui est plus composée que la précédente. Pour faire du pre- 
mier membre un carré parfait, on ajoutera de part et d’autre 
a* -f- a*i* , et on aura 

x* -{- 2 bx? -f- (i* — 2 a*) x* — 2 a‘bx + a* = a* -f- a*6* ; 
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extrayant la racine de chaque membre , il vient 

* * 

x* + bx — a*=z±.a \/ u* + b* , 

et enfin 

b+ Vb' 4- 4a % ±. 4 a V à* + à* 

x — — 

a 

Il est facile de reconnaître que le nombre des solutions est 
moindre que celui des racines. 

Nous rapporterons ici la règle que donne Newton dans son 
Arithmétique universelle , à l’occasion même de cette solution. 

Lorsque deux termes ont une telle ressemblance de rapport 
avec les autres termes de la question , qu'en prenant l'un ou 
r autre , on arrive à des équations semblables , ou qu’en les 
prenant tous deux en même temps , Us aient dans l'équation 
finale le même nombre de dimensions , et la même forme, et 
ne different peut-être que par les signes -j- ou — , il faut les 
rejeter tous deux , et prendre à leur place un troisième terme 
qui ait un même rapport avec l'un et l’autre , par exemple , 
leur demi-somme, ou leur demi-différence , ou une moyenne 
proportionnelle , ou enfin telle autre quantité qu’on voudra , 
qui ait avec eux une même relation , pourvu que cette quantité 
soit la seule qui jouisse de cette propriété. 

Ce grand géomètre ajoute : « C'est ainsi que , dans le pro- 
blème précédent, ayant remarqué que la ligne EF avait mémo 
relation avec AB et AD , comme on peut s’en assurer en me- 
nant EF dans l’angle BAH , et qu'ainsi il n*)' avait pas de rai- 
son de prendre pour inconnue ED plutôt que BF , Ou AE 
plutôt que AF , ou CE plutôt que CF; au lieu des points E 
et F qui causaient toute l’incertitude, j’ai pris , dans la pre- 
mière solution , le point G qui coupe EF en deux partie* 
égales , et comme CG est liée par la même relation avec 
AB et AD , et qu’il n’existe aucun autre quantité qui soit 
dans ce cas , j’ai dû prendre CG pour inconnue: de cette mar, 

i * 
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nière , j'ai été conduit à une équation du quatrième degré, qui 
ne renfermeras de puissance# impaires de l'inconnue ; on voit 
bien qu'il y aurait eu lieu à la première incertitude , si ayant 
pris le point G, j'avais cherche une inconnue, au moyen 
d’une perpendiculaire abaissée de ce point sur AF , parce que 
j’aurais pu en abaisser une sur AD\ par la même raison, je n’en 
ai abaissé ni sur CB ni sur CD. n 

Newton trace encore la solution suivante , remarquable par 
Fig- 1- sa simplicité : du point F milieu de EF , élevez une perpen- 
diculaire GK sur la ligne CA prolongée, et du même point G 
décrivez avec GE , comme rayon , la demi-circ, .iférence E'J'F 
qui passera par A : la ligne TG sera perpendiculaire sur EF 
et le» deux trianglesrectangles semblables TCG , TKG don- 
neront , 

CT TG TG 

TG T K AK' 



si l'on Fait AC = e, TG — b , AK —y, on aura 
CT — AC -f- uAKs=. e -J- ay , 
et conséquemment 



e + ay b ,, , 

i ~ÿ> dou -y‘= 



— iey+ié* 



équation qui indique deux solutions. 

Les droites PD et BD dont le rapport est donné , étant 
menées comme on voudra dans l’angle connu PA'B , sous 
Fig. a . la condition que BD soit toujours parallèle à A'P, et que PD 
’se termine toujours au point D donné , on demande le lieu du 
point P, intersection des droites. 

I 

Menons AX et CD parallèlement aux lignes A'P et 
AB , puis DE perpendiculairement à A' P •, faisons ensuite 
A’P = a , DC=y, CC — AA' == b , CPz=zx, 

CD — DC — CC — b ; et représentons par - le rap- 
port de BD à DP : on aura A'C — BD = a— x .■ 
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PD 



ae — ex 



j : soit, en outre, à cause de l’angle donné 
DCE, le rapport —y, ce qui donnera C E — — ^ ^ , 

d’où EP z=v — P : mais parce que l’angle en E est 

droit, 

9 • 

cd'—7Fë'—17e — dp —ëp' 

développant et ordonnant , il vient 



dy , -}-2fdjcy-(e i -d 2 )x*-2bdy-\-a(cLe t -j-fbd)x-i-b*d i -a , c , ^=o. 



Ainsi ayant mené par le point P une parallèle Oy à AB , au- 
quel cas CO = C P — x , l’équation que nous venons de trou- 
ver, exprimera la relation entre les lignes OC et CD qui don- 
nent la position des points D pour lesquels on a la propriété 
énoncée. Pour une valeur attribuée à x, on aura une valeur 
correspondante de y , donnée par la résolution de cette équa- 
tion ; portant la première de O en C , par exemple , et menant 
par C une parallèle indéfinie à AB. , on prendra CD y . 

Nous verrons plus loin que le lieu du point D , esta une sec- 
tion conique. 



Si un angle donne! CAD ne peut que tourner autour du 
point A donné de position ; si l’angle donné CBD ne peut avoir 
qu'un moulement de rotation autour du point B donné de 
position, et que les deux angles tournent en effet sous la 
double condition énoncée , en supposant de plus que les côtés 
AD, BD se coupent toujours sur une ligne droite EF donnée 
de position , il s agit de déterminer la courbe des intersections 
C des deux autres côtés AC, BC. 



f'R- 



». 



Prolongez CA jusqu’en d, de manière que Ad = AD ; 
prolongez aussi CB jusqu’en î, ensorte que Bl=BD-, faites 
1 angle Adex= ADE , et 1 angle BSf z=z BDF , et prolonge* 
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de part et d’autre la droite AD , jusqu’à ce qu’elle rencontre 
la droite de en c et Sf enf) prolongez aussi ed jusqu’en G , de 
telle manière que dG — Sf\ et du point C menez CH parallè- 
lement à ed, et CK parallèlement à tf : si l’on conçoit que les 
lignes eG , f demeurent immobiles , tandis que les angles 
CAD, CDD tournent, ainsi qu’on l’a supposé, autour des 
sommets A et D , on aura» toujours dG ~ Sf\ et tous les an- 
gles du triangle CKH seront donnés. En effet, le point D 
étant donné de position, le point C l’est aussi : donc l'angle 
CAD est déterminé ainsi que son égal eAd\ mais comme 
Adc — ADE , et Ad = AD , tout est connu dans le triangle 
A de , et parce que CH est parallèle à de , l’angle CHK est le 
supplément de l’angle connu deA. On prouvera de la même 
manière que tout est connu dans le triangle Dà f ; et de ce que 
CK est parallèle à y?, on conclura que l’angle CKH est le 
supplément de l'angle connu DfS. On confiait donc les rapports 
entre les côtés du triangle CHK :1a meme conclusion aurait 
•lieu à l’égard du triangle CH' K' pour une autre position 
C AD' D du quadrilatère CADD : on voit qu’à cause de l’angle 
dÆ' =3 D AD ’ , (TdA—D'ü à, dA = DA, on a dd' — DD'-, 
on prouverait de même que ££' = DD' : ainsi et G — £'f , ou , 
en d’autres termes, pour toutes les positions du point C, 
dC = £f. . 

* f * 

Soient Ae= a , eG — b, Df—c, AB m, £K = x J 
CK s= y ; on aura 

DK: ck :: /?/■; //=- £2 == de ; 

/ * X 

i » •* — - 

retranchant cette quantité de Ge, le reste sera 



de — b — 



cy 



Dans le triangle ClIK dont on connaît les angles , on peut 
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CK d CH e 

. Cil ë’ HK f* 

et on aura 

CH=.%, HK=tZ-, donc AH=m — x—&. 
a a d 

On a de pins 

AH'. HC :î Ae : ed; ' * ' * 

substituant les valeurs, égalant le produit des extrêmes à celui 
des moyens, et ordonnant, on trouve 

fcy % + (de — ae — bf)xy — bdx‘ — demy + bdmx — o , 

équation du • second degré entre deux variables, qui, comme 
nous le verrons plus loin , représente trois courbes dont une 
des générations est celle de l’énoncée. 

Nous nous bornerons à ces trois exemples pris dans Y Arith- 
métique universelle de Newton , ouvrage qui vient d'être mis 
à la portée de tout lecteur , par l’excellente traduction de 
M. Noël Daudeux , accompagnée de notes explicatives. 

a. Lorsqu’on a résolu par l’algèbre l’équation d’un pro- 
blème de géométrie , les formules des racines indiquent les 
opérations à faire sur les lignes données j mais il faut concevoir 
que ces lignes aient été comparées à une autre ligne prise pour 
unité de mesure; les résultats de ces comparaisons sont des 
a nombres sur lesquels on peut pratiquer les opérations de l'a- 
rithmétique, et la valeur numérique de l’inconnue est le nom- 
bre de fois qu’elle contient la meme unité de mesure. 

Qu’on ait donc été conduit à ce résultat 
x — ab 

qui est absurde , si a, b et x sont des lignes , il faudra les con- 
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cevoir sous cette forme 

x a b 

T - 1 ‘ ï 

i désignant l’unité linéaire : multipliant par i*, on trouve 
î X x = ab \ 

de cette manière , l’homogénéité et le sens se trouvent rétablis. 
C’est ainsi qu’on ramènera l’expression suivante 

x = m* -f- l/ m 3 — mn + p 
à être constructible : ou écrira 




multipliant de part et d’autre par l’unité, on aura 



m* | y m? 

■ =— + mn+i.p. 



Les produits mn , i .p peuvent être transformés en des carré* 

_ „ , m 3 m* 

j , g ; le terme — peut se décomposer en — . m , et ayant 

cherché une ligne l troisième proportionnelle à i , m et m , 
puis une moyenne proportionnelle entre l et m, le carré k * 
m 3 

sera — , ensorte que 

1 ^ /. 
x=~+ i/Â'—r+g*. 

On trouvera par le triangle rectangle une ligne h telle que 
— f* , et parla même Ggure une ligne i, telle que 
i 1 = h 1 -f- g 3 . Cette ligne t ajoutée à la troisième proportion- 
nelle —.fera la longueur x cherchée. 

i 3 
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Le peu d’exemples que nous offrirons, sera plus que sufli- 
sant pour mettre l'élève en état de construire les expressions 
même les plus compliquées, et dans ce cas, il vaut mieux 
recourir au calcul toujours plus expéditif ; et qui donne toute 
l’approximation nécessaire. Nous ferons observer qu il convient 
de chercher à lier avec la figure des données du problème, les 
opérations à effectuer pour ea obtenir la solution. ( Voyez 
Y Arithmétique universelle .) 

On sait construire les expressions _ ÿ c 2 -f* & > \/ û * — b % \ 
nous pouvons donc passer à la suivante 

x — a±. v/a= -f- b* : 

par l’extrémité B d’une ligne AB zr h , on élevera une per- Fig. 4- 
pendicnlaire BC = a, et on mènera AE -qui sera la longueur 
cherchée, puisqu’on a 

AE = CE + AC — a+ ]/a' + b'-, 

- - * > 

l'autre valeur de x, est 

AD = AC — CD = a — \/a? + b\ 

qu’il faudra prendre avec le signé — , c’est-à-dire , porter eil 
sens contraire des solutions positives , puisqu’on a . 

yV +> >fl. 

Soit , en second lieu , la double expression 
x = o 1 Î£ V <? — b *; 

Après avoir pris AB = b , on élevera par B la perpendiculaire Fig. 5. 
BC = a, puis de C , comme centre , avec CB , comme rayon , 
on décrira une circonférence : menant alors par A une per- 
pendiculaire indéfinie , les longueurs AD, AE seront les deux 
valeurs de x\ car on aura 

AD ~ BF-~.BC — CF = a— \/ à‘ — b\ 
et AE — BG — B C + CF = a + — b'. 



\ 
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Lorsque & = a, la ligne AE est tangente au cercle; si b 
est ]>a, la ligne AE sort du cercle, les intersections/?; E, 
et conséquemment les racines sont imaginaires. 

Construisons l’expression plus composée 

• - / » 

c \/ a* + b* 

x — 

a / 

\ 

g. 6, avec AB = b , comme rayon, on décrira une circonférence; 
au point A on élevera la tangent e AT — a , et on mènera la 
sécante BT: puis du point T , on prendra TE = c, et on 
mènera la parallèle ED au diamètre; les triangles semblables 
A BT , ED T donneront 

at: bt:: te:td, 



c’est-à-dire, 



a: v'a i + b*::c:x = - 






Si l’on prend AT —b , BT ~ a, DT = c, et si par D 
on mène une parallèle à B A , on aura 



bt:ba::DT:x = 




Passons à l’expression t 






Après avoir pris une troisième proportionnelle aux lignes p 
et (] , que nous appellerons ni , il restera à construire 



x = m± v/(m -f- r) m 



mais la partie radicale exprime une moyenne proportionnelle 
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qu’on trouvera parle cercle, et qu’il taudra ajouter a m, et 
retrancher de cette ligne. 

'J Soit enfin 

— aie* -j- <*t/3aV — + - 

x — 4e* +W 

e et d étant les deux côtés d’un angle droit et/l’hypothénuse , 
on aura/ - * = e* + d 2 : si dans le cercle décrit du rayon f , on 
inscrit un triangle équilatéral, en désignant son côté par g, 
on aura 

g* — 3f % 3e* -f- 3 d 1 . ; . . ( m) ; 

si dans le cercle décrit avec le rayon d , on inscrit encore un 
triangle équilatéral , en appelant h son côté , on aura 

t rr h h' 3 d 1 

h* = 3cP, ou — = — j-; 

4 4 



«t retranchant membre à membre de (m) , il viendra 

g *_^5e* + ^;...:.. ( n) : 



« •’* 



Après avoir construit Une quatrième proportionnelle k — ^ » 

-* t * ■* ■* 

d’où fc» = — , on décrira avec le rayon h, un cercle dans 
a* t 

lequel on inscrira un triangle équilatéral, et désignant son eut» 



par /, on aura 



P 




retranchant membre à membre de (n) , il viendra 




3a* e* — 3h*e* -f 



qa*e* 






y 
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Je construis au moyen du triangle rectangle, les valeur» 



p* = ii* + é*, = 



et substituant dans (p), on trouve après les réductions , 



adq 



\S 3o* 



• ^i*e* -+■ 9 a*<£*. 

4 



4e* + 3a* 



4e* + 34* 



Qu’on construise 

r* = 4e*+A* = 4>+3<f , 

r r 4 e * ■+■ 3d*’ 

aie . ve aie* aie* 

V — ~T' — -pr — ^ + 3'ji» 

et on aura t — <T = x. 

I 

3. Lorsqu’il n’entre que des lignes dans l'énoncé d’une ques- 
tion , et que la quantité cherchée est elle-même une ligne , 
son expression renferme toujours, dans le cas de l’homogé- 
néité , une dimension de plus au nuniérateur qu’au dénomi- 
nateur, deux ou trois dimensions de plus , si l'inconnue est une 
surface , ou un Yolume. * 



/ 
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CHAPITRE II. 

Élémens de position d'un point dans un plan; 
notation algébrique de ces élémens ; équation 
d'une droite dans un plan. 

4- S 01 ENT deux lignes AX , AY que, pour plus de facilité Fig- ;• 
dans la construction , nous supposerons à angle droit , et con- 
sidérons un point quelconque M dans l’angle Y AX : Si de ce 
point on abaisse une perpendiculaire MP sur AX , on pourra 
passer du point A au point M, en parcourant sur la ligne AX 
la longueur AP , et s’élevant au-dessus de l’extrémité P à la 
hauteur PM. 

Un point sera donc complètement défini de position par les 
données AP, PM , dont la première est la distance MQ du 
point à la ligne AY, et l’autre la distance du même point à 
la ligne AX. 

Les lignes fixes AX et AY auxquelles on rapporte ainsi les 
points par des distances MP , MQ , sont appelées axes le 
point A est dit origine, parce que c’est de ce point que se 
comptent les distances AP , AQ. 

Que a et h représentent ces distances : il faut dire que l’une 
doit être portée sur l'axe AX, l’autre sur AY , et à partir du 
point A. Nous noterons abréviativement par x la distance du 
pointa l'axe AY , comptée sur AX , c’est-à-dire, AP, et par 
y la distance PM à l’axe AX, laquelle se retrouve en A Q sur 
AY. 

Ainsi ces formules 

x=a, y=sb, 
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énonceront 'que a et b sont des longueurs à porter de l’origine 
A,ia première sur AX , et la seconde sur AY. 

5. Mais le point peut être dans l’un des quatre angles droits 
formés autour de A ; il faut donc rappellerle sens dans lequel 
chacune des longueurs a et b doit être portée. Si on est con- 
convenu de noter par 

x = +a, y = + b, 

tout point M situé dans l'angle Y AX , tout point M ' le sera 

P3r i i 

x = — a, y — -j- b; 

tout point M", par 




enfin tout point M", par 

x — -j- a, y — — b. 

Les signes de x seront ceux des cosinus , et les signes 
de_y ceux des sinus des angles ayant le sommet en en con- 
venant que de A vers X le cosinus sera positif, et qu’au-des- 
susde-^Xle sinus sera pareillement positif. (Alg. chap. XIII). 

G. On énoncera que le point est sur l’axe AX , et on en dé- 
finira la position sur cet axe , en écrivant 

yz= o, x — a : 

pour un point de l’axe A Y , on a 

xz=o, y— b-, 

enfin l’origine A est caractérisée par 

1 = 0 , y — b. 

Il ne faut pas perdre de vue les significations des notations 
y et i, qui veulent dire : distances aux axes AX , AY. 

Examinons, en particulier, la valeur de chacune de ces 
formules x = a , y — b. 



n 



Digitized by Google 




DANS ON PLAN. l5 

La première caractérise tout point «dont la distance à l’axe 
AY , est a : c’est donc la notation d’une parallèle à cet axe, 
menée à une distance = a : la seconde_y = à. définit une paral- 
lèle à l'axe AX , menée à la distance y — b. Si ces deux for- 
mules existent ensemble , elles ne sont plus relatives qu’au seul 
point commun aux deux droites , et , en effet, nous savon» 
déjà qu'il est indiqué par x~a, y = b. 



L’axe AX , en totalité , est noté par 



et tout l’axe AY par 





7. Supposons maintenant que les axes AX, AY fasssent entre Fig. 8. 
eux un angle quelconque autre qu’un droit : alors les distances 
du point aux axes, mesurées sur des perpendiculaires, ne se- 
ront plus respectivement parallèles à ces axes ; ensorte qu’on 
n'aura plus Ap = Mq , Aq = Mp. Mais qu’on mène par M 
une parallèle MP à AY , et par le même point une parallèle 
MQ à AX , et on formera le parallélogramme APMQ dans 
lequel AP , MQ , ou AP , PM remplaceront les distances 
perpendiculaires employées dans le cas des axes rectangulaires ; 
ces lignes seront les données de position du point , et on les 
notera toujours par 



,x = o, y^b- 



Mais ici , outre les longueurs a et b , et les signes qui en in- • 
diquent le sens , il faudra connaître l'inclinaison des axes. Il 
sera facile de voir que x — a et y — b définiraient un autre 
point pour ua autre angle entre les axes. 

8. Les lignes xet_y sont encore nommées, la première, ab- 
scisse, et la seconde , ordonnée: prises ensemble, elles se nom- 
ment coordonnées du point qu’elles définissent : ces dénomina- 
tions se rapportent également et aux axes rectangulaires et 
aux axes obliques. 
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g. On dit abréviativçjnent : le point x, y, au lieu de, le 
point dont les coordonnées sont x , y. 

• S* 10. On peut aussi définir le point M par la longueur AM 
et par l’angle q> qu’elle fait avec un axe AX : en désignant 
cette longueur par z et l’angle par ç , on aura 

a = c, <f> — A\ 

A ° étant le nombre de degrés , et parties de degrés contepus 
clans $ , et c la valeur linéaire de z. On n’a besoin , dans ce cas , 
que de l’axe fixe AX, et de l’origine A qui fait fonction de 
centre. 

1 1 . Une droite est donnée de position da^s un plan , par 
les coordonnées de deux de ses points; elle l’est encore par 
celles d’un seul point , et par l’angle qu’elle fait avec l’un des 
axes. C'est ce dernier système de données qu'on emploie. 

13. Si la droite passe par l’origine, sa position est fixée par la 
la seule donnée de l’angle qu’elle fait avec l'axe des abscisses. 
C’est le cas que nous supposerons d’abord , comme étant le 
plus simple , et nous nous proposerons d’assigner le rapport 
entre les codrdonnées d’un point quelconque d’une telle 
droite. 

10. Considérons, en particulier , un point M' qui ait pour ab- 
scisse AP * — x' , P'M' — y ; ces coordonnées , ainsi que celles 
des autres points , faisant entre elles un angle G qui est celui des 
axes , on aura cette relation 

y' sin« 

x' sin (C — a)* 

Pour des points M" , M m etc. dont les coordonnées seraient 
x“ , y" ; x!“ , y” , etc. on aurait pareillement 

y" sin* y" sin« 

_ — -i. — ptr 

x" sin(C— et)’ x" lin(C — *) ’ 

Le terme général de ces rapports constans dans toute l’éten- 
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due de la droite , sera 



ï = 

X 



(£-*) 



(O, 



x , y désignant les coordonnées d’un point quelconque de AL : 
ainsi x devenant successivement x' , x" etc., y se change dans 

les ordonnées correspondantes y' ,y" etc. La formule (i) est ce 
qu’on appelle Liquation de la droite ; c’est l’énonciation algé- 
brique d’une propriété commune à tous ses points : nous ïé- 
c rirons ainsi : 



sin * , . 

^=sTT(?=r) x < a) 

on se cjpnnera l’abscisse x, et on en conclura l’ordonnée y. 

L’angle et venant à varier, la ligne change de position en 
tournant autour du point A : ainsi à la même abcisse x, cor- 
respond une autre ordonnée^, ce qui arrive encore si C vient 
a varier : mais ce qu’il est essentiel d’observer, c’est que, pour 
toutes les valeurs tant de et que de G , la relation (a) reste de 
même forme. 

Qu’on veuille maintenant trouver la relation entre les coor- r »r.. 10. 
données des points d’une droite telle que KL , située d’une 
manière quelconque : si on lui a mené par 1 ’origii.e une pa- 
rallèle AL, on observera que , pour la même abscisse x , chaque 
ordonnée de AL , par exemple , KM', sera augmentée de la 
meme quantité AR = b ; ainsi désignant y -f- b par y , l’é- 
quation de KL sera d’après (a) , 



y 



sin et 

sin (C — et) 



x-\-b 



( 3 ). 



Ici et et b sont les données de position de la droite KL ; 
lorsque ces quantités sont connues , on peut la construire : 
mais si la droite est assujétie à quelques conditions particu- 
lières, comme de passer par un point, d’être ou paral- 
lèle ou perpendiculaire à une ligne donnée ; de passer 
EU ni. de Géométrie. t a * 
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par deux points, etc., les quantités a et b sont des inconnues 

à déterminer , ainsi que nous le verrons bientôt. 

i3. Supposons les quantités et, Q et b données, et qu’il s'a- 
gisse de construire la droite 



y= 



un a 



sin (C — a ) 



x-f-i : 



tout se réduit à connaître deux de ces points : nous cher- 
no. n. cherons ceux dans lesquels elle coupe les deux axes AX , AY i 
l’intersection R étant le seul point de la droite pour lequel on 
ait x = o, et K le seul point de la même ligne pour lequel 
_y = o, nous supposerons successivement x =o , y roc o , et 
nous trouverons m 

, y=*b = AR x = — sin - ( ^ — b=zAR! ; 

. J sm a. 



portant donc à gauche de l’origine A , la longueur AR' , s» 
elle est négative , et sur AY la longueur AR supposée posi- 
tive , la ligne menée par ces deux points , sera celle de l’é- 
quation. 

Autre construction. Connaissant, par exemple, sin et = J, 
b— 3, et l’angle C entre les axes AY et AX, on prendra d’abord 
AR — 3, puis ayant mené la parallèle RX’ à AX , et porté 
RP = i = rayon , on élèvera par P une perpendiculaire 
PM— j , ensorte qu’on aura encore deux points R, M de la 
droite. 

Si pour une droite 

qu’on suppose rapportée à des axes obliques faisant entre 
eux un angl.e de 5o° , on veut trouver l’inclinaison « sur l’axe 
des a; , il faut poser 



/ 
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sin A 

sin (do - 1 — a) 
conséquemment 



i* % . 1 > . 

d ou sm x — — — cos * — sin a ; 

V /a V a 



tanga = 



•1 

» -f y 3 ‘ 






d’où on déduira la valeur angulaire de a. 

14 . Pour la même longueur 6 , et tous les angles possibles, I0 _ 
depuis o jusqu’à 4 ° 0 o , la ligne prend toutes les positions pos- 
sibles autour du point R\ pour chaque valeur angulaire a, 
prise avec toutes les ordonnées b tant positives que néga- 
tives, la ligne passe par tous les points de l'axe Y Y ' , sous 
•toutes les inclinaisons. Il n’existe donc aucune ligne dans le 

plan des axes, dont l’équation ne soit comprise dans (3), 
en prenant b et a convenablement. 

On observera toujours que l’angle £ n’influe pas sur la 
position de la ligne , et que les variations de cet angle , n'en 
produisent que dans l’inclinaison de l’ordonnée sur l’axe des 
abscisses, de manière que, pour une même abscisse, l’or- 
donnée correspond à un autre point de la droite. 

15. On suppose ordinairement les axes rectangulaires, au- 
quel cas 

sin C = sin 1 00 ° = 1 , d’où sin(C — a) = cos a; 



l’équation ( 3 ) se change alors dans celle-ci , 

y = xtang* + b^=zax - 1 - b . . . . . . ( 4 ) 



a représentant tang <t. 

On construit cette équation, ainsi que nous l’avons dit pré- 
cédemment, en cherchant les intersections de la ligne avec 
chacun des angles rectangulaires ; mais si la droite paæe par 
l’origine , auquel cas l’équation devient 



y = ax, 
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ïig. ia. on prend AP^=z 1 := rayon , puis on porte sur une perpendi- 
culaire élevée par P, une longueur a prise sur une échelle de 
parties égales , et l’extrémité M est un autre point de la droite. 

On est maintenant en état de construire les équations 
y = x -f i, y=z — x—i : 

ces deux lignes coupent l’axe AX au même point; elles sont 
situées symétriquement par rapport à cet axe, c’est-à-dire, 
l’une au-dessus , l’autre au-dessous, sous des angles égaux, et, 
de plus , elles sont perpendiculaires l’une à l’autre. 

Les deux droites 

y — —x — I , y= — x + i 

•ont parallèles, ce qu’on aperçoit indépendamment de la 
construction, en observant qu’elles font avec l’axe des x , de* 
angles égaux, puisqu’ils ont même tangente trigonométriqua 
— 1 . 

* , » 

La droite exprimée par 

. y — x V — 1 — 1 

le réduit à un point situé sur l’axe des y , au-dessous de celui 
des x , à une distance égale à l’unité; car, pour toute abscisse 
autre que zéro , l’ordonnée y est imaginaire. 

16. Les questions qu’on peut se proposer sur la ligne droite, 
se réduisent, ainsi que nous l’avons déjà dit (ia) , à déterminer 
les inconnues a et b, de manière que la droite 

y = ax + b ( i ) 

ait la position requise. 

i°. Assujélir une droite à passer par deux points donnés. 

Les données de position de ces points, seront x',y' pour l’un, 

, *r" , y" pour l’autre; il faut écrire que chacun de ce» point* sa 



Digitized by Google 



> 



BANS VN PLAN. . , si 

trouve sur la droite ; c’est ce qu’on exprimera en disant i 8 . que 
lorsque l’abscisse générale x devient x , l’ordonnée y devient 
y ; 2°- que pour x — x ", y se change en y. On a donc les 
deux équations de condition 



(a) y — ax! + b , y" — ax" -j-b (3) : 

dont la différence donne 

. ' ’ - = l '~yl, 

x"—x' x J — x"’ ' 

et par la substitution de cette valeur de a, dans l une des pré* 
cédentes, on trouve 

a ~y' x " —y" x ' 



Mais il est plus expéditif de retrancher (a) de (i), ce qui 
donne 

y— y = a(x-x'), 

et de substituer dans cette différence la valeur de a trouvée plus 
haut. L’équation delà droite cherchée est donc 

^-y=|r5^(x-x') (4). 

L’élimination de b équivaut à sa détermination , ainsi qu’on 
peut s’en assurer, en portant les valeurs ci-dessus de a et b 
dans ( 1 ). 

II ne sera pas inutile de résoudre la même question par la 
géométrie. On a 

AP , =x', P'M'=y'- AP'=x”, P" AP=x,PM=y ; Fig. .3. 

les triangles semblables M'inM , donnent * 

M"m“ • P"A? , -P'M' 

d’où PM-P' M'= AI AP') 




5 
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et remplaçant ces lignes par les notations algébriques, ou 
retrouve 






Dans le triangle M"M'tn " , la tangente trigonômétrique de 
l'angle , est 

_ M"m" _ M’P" — M'P' y” — y' 

“ JP' — AP 1 — ÏT—j‘ 



t)n a encore 

JR = b^P'M'—M'm’—P , M'^a>:Rm'z=y—2^£x , % 

c’est-à-dire, la valeur de b trouvée plus haut. 

Il convient encore de discuter l’équation (4), c’est-à-dire , 
de reconnaitre si elle rend toutes les conséquences des hypo- 
thèses qu'on peut faire sur les données x ' , y' ; x" , y" ; cet exa- 
men servira d'ailleurs de vérification. A cet effet , reprenons 
l’équation 

lorsque l’abscisse générale x devient x ' , le second membre 
devient nul , et on en déduit 

y—y' = o, d’où y =// 

ce qui doit arriver. Mais on a aussi cette équation 



y-y = ^(x-x») 



qui pour x = x", donne y =y". Si l'on suppose y' 
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y=y . ° u y=y 



iS 



ce qui veut dire que l’ordonnée générale est constante, oo 
que la droite est parallèle à AX , conclusion qu’on tire en- 
core de 

y — y 

ti — t - sL- r* 



X X* 



Pour jf = x", l’expression de a devient 



—y 



00 i 



donc alors l’angle de la ligne avec l’axe AX est droit; elle 
est donc perpendiculaire à cet axe , position conforme -à l'hy- 
pothèse. Enfin aux hypothèses x = x" et y=zy" , correspond 



3r 



donc la ligne est d’une position absolument arbitraire , et en 
effet on n’a donné qu’un point pour la fixer : la même indé- 
termination a lieu à l’égard de b , et par là on est averti quelle 
peut couper l’axe A Y dans tous ses points. 

Si l’on fait y = o pour avoir l’abscisse du point dans lequel 
la droite rencontre l’axe AX , on trouve que cette abscisse est 

i * - | » . j - ’ ' T ' T T •' 

j— a/— * i- « ; y ' = - y y±yy. 

ÿ — y ^ y -y 

et ou peut rechercher ce qu’elle devient dans les hypothèses 
précédentes. 

i 

Trouver la distance entre deux points donnas dans unplan. 

La distance M' M" est l’hypothénuse du triangle îectangle yig. il. 



Digitized by Google 



%4 LIGNE DROITS 

, et si on la désigne par D , on a 



- D = VM"tn“ + Al'm“'= )/ (y* —y' y — Jy 

Si le point M' est à l'origine même, les coordonnées x' , y ’ 
deviennent nulles , et l’expression précédente se réduit à 

D = vV* -+- x"“ = x" 1 -J- a 1 
parce qu alors l’équation de 1$ droite est 
y = ax, 

et que devant avoir lieu pour x = af , y —y" , elle donna 
~ y = ox', . . 

3°. Assujétir uné droite à passer par un point donné, et à 
être parallèle à un» ligne donnée de position. 

Ces deux conditions suflisest pour déterminer les deux élé- 
niens de position de la droite demandée. Soit l’équation de la 
droite donnée 

y = ax + 

I • 

et celle de la droite cherchée ; 

yxza'x-j-b' (a): 

les quantités n et b sont données , et a' et b' sont les inconnues. 
Désignons par sd , y' les coordonnées du point donné : puis- 
qu’il doit être sur la seconde droite , on aura la condition 

ÿ = oV -J- b ’. ...... (3) ; 

retranchant (3) de (t ), il viendra 

y— y=j(x— r j') ( 4 ), 

fésultat qu’on aurait obtenu en prenant une valeur de i' dan» 
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(3), et la substituant dans (a). D’ailleurs les deux droites* 
devant etre parallèles, les tangentes trigonométriques a et al 
sont les mêmes : introduisant cette seconde condition dans (4)» 
l'equation de la droite cherchée sera 

y — y — a(x — x') (5). 

Si l’on veut dire que le point donné est sur la droite connue,, 
il faut écrire que^>' est la valeur de^yqui correspond à x~x , 
auquel cas (i) devient 



y' = axf 4* b > 1 

substituant cette valeur de ÿ dans (5), on trouve après le» 
réductions - i 

y = ax -f b; 

donc la seconde droite sg confond avec la première , ce qu’on 
savait d’avance. 

4°- Trouver l’angle de deux droites données de position dans 
un plan. . _ 

Les données de la question sont les angles CAX , CBX?ig- ti- 
que fait chacune des droites avec l’axe AX , et il s’agit de 
trouver l’angle ACB. Or en posant CAX = a, CBX — a .’ , 

ACB = V , tang a. — a, tang «.' = a , on a 

■> • > ■ . • - 1 , ■ " > un 

« '=a-l- T", d’où tang V — tang ( a .' — a )= ^ ^ ; 1 ' 

si les droites sont parallèles , tariÇ o, et 1 on trouve 






= a > ’ 

résultat connu. Si les droites sont perpendiculaires l’une à l’autrei > 
tang ou ^“>==o; donc 



i -f- ad = o 



* . 3 1 
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telle est donc la relation qui existe entre le» coefliciens de af 
dans le» équations 

y = ax + b, y = a'x + b', 

\ 

lorsque les droites qu’elles représentent , sont orthogonales. 

Réciproquement, dans le cas de cette relation, les ligne» 
•ont à angle droit. En effet , on en déduit 

cos et cos otf -f- sin *sin*' = o; 

conséquemment 

cos (*' — et) = o : 

I 

donc l’angle et' — et~V — ioo\ 

5*. Assujétir une droite à passer par un point donné , et 
à rencontrer une droite donnée de position sous un angle 
déterminé. 

L’équation de la droite donnée est ' 

y =: eur-f- b (i) , 

celle de la droite cherchée, 

‘ y=rfx + b r (a)j 

on connaît a et b , et il faut évaluer a' et b' d'après le* 
deux conditions do l’énoncé. Or, en tant que la droite cher- 
chée doit passer par un point dont les coordonnées sont x ,y , 
son équation doit avoir lieu poar x = x' , y —y 1 ; on a donc 



aussi 

/ = a'x' + 4' (3), 

et oônséquemment 

y— y =a'(x — aO. (4): 



nous avons donc déterminé b’ d’après l’une des deux condi- 



Digitized by Google 



DANS TJ N P L A ïfr. I.) 

tion« : reste à évaluer a de manière à satisfaire à Vautre. Or, 
rn étant la tangente trigononiétriqne de l'angle entre les 
deux droites, on a ( probl. 4°) 

a ' — a , , a + m 

m = — ; ; d ou a — 

1 + aa" • t — ma 

», V . • _ 

reportant cette valeur pôufr a' dans (40» b h introduira la 
seconde condiiion, et la droite cherchée, angt pour équation 

y-* y v<5o. 

• • • . JB * l ! , ^ - • • 

On peut obtenir JapOttiOn de cette droite, comprise entré 
le point x ' , y' et la droite donnée : pour cela , il faut con- 
naître les coordonnées dé -intersection des deux droites , 
coordonnées qni ne peuvent être que valeurs de x et y , qui 
satisfont en même temps aux deux équations (i) et (5) : mais 
comme da formule de la distance de deux points , est donnée 
au moyen des différences ocf — x' , y fi — L ÿ (probl. aH), notis 
préparerons ainsi les équations (i) et (5) J 



- — 1- * 1 



y’— y = a (x* — *') — y -f- ax' -f b , 

y* -y =bJI±2L(*» — ^ h VhL 

J i — ma v J ' 



~"r.T cl 
HÎi 

y“,r" étant les coordonnées de l’intersection des deux droites; 
on déduit de là 

no 



y —y 



_ ér+ m 



m 



(fi* -f i ) Cy 



m (a* -f- î ) 

Subsituant ces valeurs dans, la "'formule de' la' distance j 

.5 ** ' *„> «• 



uoq 
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_/ — ax' — i| 



'I / i + '»* 
Ik i 4- a* ' 



Lorsque le point x , y' est sur la droite donnée, l’équation 
{ î ) étant satisfaite par x’ , y' , donne 

y' —ça! 4-6, d’où y' — ax ' — 6 = o; 

et d’après cela, D — o, ce qui doit être, puisqu’alors la dis- 
tance est nulle. 

Si la droite cherchée doit êtçe perpendiculaire à l’autre , 
alors m = oo, 1 4“ mï devient ni*, et l'expression ci-dessus, 
qui est alors celle de la plus courte distance d’un point à une 
Fig- «5. droite , devient,,- . T; . . . 

d ~ y'~ ax '~ i > — m’p'. 

- - ] / l +a v • 

r • -• • « j -»»• ,, . , .".'J * 

Si la droite doit faire avec celle qui est donnée , un angle 
de ,j5o*, alors, m == x , et on trouve 

d' = = M .p . 

le rapport de M'P à M'P , ou celui de la diagonale au côté 
du carré, est 

M'P 

■ ,v, 'J Z'.h a.™-:- - • 

Que maintenant la droite donnée soit perpendiculaire sur AX , 
on mettra la plus - co~ur te' distance sous la forme 



Ùxx a - 



-Xr *r" æ' -— - ' ^ 4^/1' 



a , a 



— AK —J, 



■ i/V 

pour a = oo .-Lorsque a — o , on éf 6 — ô, et D — y 1 . 
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B®. Assigner la condition sous laquelle trois lignes menées 
de chacun des sommets d'un triangle , se couperaient en un 
seul point. 

Soient A, y \ x“ , y *; x m , y les coordonnées des som- F‘g- > 6 .' 
mets D , D , C : les trois droites menées par ces sommets 
auront pour équations 

y— Y —a'{x—x' ) ; y—y‘=ia" {x—x* ) ; y— y=a m (x— 2*) ; 

a’ , a " , a" étant les tangentes trigonométriques des angles ' 
quelles font avec l’axe AK. Pour dire que ces trois droites 
se rencontrent, il faut supposer que les trois équations sont 
satisfaites par un même système de valeurs x , y ; ce qui re- 
vient à évaluer x et y au moyen de deux quelconques d’entre 
elles , et à égaler à zéro le résultat de leur substitution dans 
la troisième. On trouve ainsi l’équation de condition, 

*'(y-y m )+^ m -y')+a'’(y^f)+ a ' a’ (x' -x" ) =0 . . . ( 1 ) 

-f-a"a"(x* — x*) 

-fW(x *— a y 

Supposons les droites en question perpendiculaires aux côtés 
du triangle, et voyons si, pour un tel système, la condition 
(1) est satisfaite. 

L’équation de BC est 

y —y" — ÿ C * — x " ) , 

1 ' 

et celle de la droite menée par D , 

y—y—d (* — * 0 ; 

or cette dernière droite devant être perpendiculaire à l’autre, 
il doit exister entre les tangentes trigonométriques , la relation 

• y 

ad -f- 1 — o , d’où d = — 1 ; . 
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donc a = 



x" — .r" 

'7=r- 



On déduirait de la condition de perpendicularité de DC et de 
la droite menée par B , qui ont pour équations 




-/= O — ^ » y— y'= a " (*— **); 



de DB et de la droite menée par C, qui sont représentées par 



y — ÿ- y -~> jT), y—y’ = a"(x — x J ’), 

JL * J» 

/ " 

ces valeurs de a" , a , 



de là 



y-y* 



y —y 



fl'o'(i'-i') — (x X ) (x r H , 

c ; (ÿÿ) W) ÿ-y) L J i 

a’a'(x'-x’) = (y’-y w y> • • . (O- 



a a {x*—x ) : 



Z) 

JV_ 

D 



y-yr 



A r et D désignant le numérateur e.t le dénominateur de la 
fraction qui multiplie y' — y*. Par toutes ces valeurs sub- 
stituées , l’équation de condition est satisfaite, puisqu’elle 
devient * 

-ys+x-^+x'-x-) +^cy -y vy-y+y-y ) = o. 

I'tg 17. Si l’on place le côté Z?C sur l’axe des abscisses , ce qui' n’al- 
tère pas la générale des résultats, et.de plus le point B à 
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l’origine A, alors 

y = o, x* = o, y" —o, 

et l’équation de condition se simplifie et devient 

— oy+ay-H/oV— oW+aV (x*— x )=® (3) 



dans cette position du triangle. 



x* 3? 

“7=7“°°' 



et en effet la ligne DR prolongée est perpendiculaire sur AX. 
Si l’on supprime dans (3) les termes qui ne renferment pas a', 
pour dire que cette tangente est infinie, la condition (3) sera 
simplifiée et exprimée ainsi qu’il suit , 



^ cW -f a" a' (x* — x ' ) = o, 
•t divisant par a 

* Q 'x' + û* , (x»A.a/) = o: 
mais dans cette position du triangle , on a 



# x* — X' , af 

~~y— ' =-?• 



et par ces valeurs la relation précédente est satisfaite. 

Que des pointa A et C , on mène des lignes aux milieux des 
côtés opposés , les tangentes trigonométriques seront 



a 



U 



y 

x" -f- x" 




la substitution de ces valeurs dans (3) donnera, après U 
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division par y', 

a/ . x" — x' 



• / {^+hrs>] 



y 



, ^ — a** ^(jd” + *')(*' — a*’)’ 

de laquelle on déduit 



v - _ - ? y 



x — ox 



et comme on trouve que telle est la valeur de a ' , c’est-à-dire, 
de la tangente trigonométrique de l’angle que fait la droite 
DM avec AX, on peut conclure que cette troisième droite 
passe par le concours des deux premiers. 

Considérons les perpendiculaires élevées sur les milieux des 
Fig. 18. côtés du triangle ADC. L'équation de AD est v 



celle de DC , 



celle de AC , 



y 

y-2 xi 






celles des perpendiculaires sur ces côtés , sont 

y -±y=-ÿ(x-{x') 

.... . , iA — x m f x’ + x m - 



y-iy 



£ (--t- 1 ) 



X 

X ■= — . 

2 



On formera immédiatement l’équation de condition en dé- 
terminant x d’aprè; les deux premières équations , et portant 
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T « , 

cette valeur dans la troisième qui doit être satisfaite par cette 

substitution, s’il y a un point "de 'Concours : or on trouve 

x” ‘ • 

x=s= — ; donc ces trois lignes se .coupent encore en un point. 

2 

7°. Proposons-nous de trouver le point de concours , s il en 
existe un, de trois droites qui divisent également les trois , 
angles d'un triangle. 

D’abord nous rechercherons l’équation d'une droite quitig'j). 
diviserait également l’angle de deux droites données , et pour 
simpliGer les équations , on supposera les droites données 
ramenées à l’origine parallèlement , à leurs positions primi- 
tives, et on aura pour équation de AB , 

/ X =ar > 

‘ i ' v t * ' 

pour équation de AC , i . _ , . , 



et pour équation de la droite cherché* AM , 
v = Ax : 

a et a' sont des tangentes données , et il faut déterminer A , 
c’est-à-dire , la tangente de l’angle MAX , d’après la condi- 
tion que AM divise également l’angle BAC. Or AM fait 
avec AB un. angle dont la tangente est 

a — A “ ’ ’ ’’ 

i+aA* ‘ V* ’ ' •' ■ 

et l’angle de AM avec AC, a pour tangente 

. «/■*•. .1 J « 

,A — <i' ; _ • 

i + a' A ' 

on a donc la condition • .< . ; 

A — a! a — A 

î -f- a' A i -f- a A ‘ 

Èlèm. dè’Géomélrie. 3 
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d’où résulte pour la détermination de A, cette équation du 
second degré , 



A * — 2 



aa' — ï 
a -J- a' 




qui donne les deux racines 



^ =a nu-i 4-y/Ç» 4-^)0 +g /a ) * 
a d 

A » _ aa' — i — y/( i -h «*) ( « - h «^‘ ) 

A — a -f o' 



On peut supposer , sans altérer la généralité de la solution , 
' que AC se confonde ayec AX , auquel cas, a'=o, et le* 
racines précédentes deviennent 



A = 



-i + 




comme la relation 

A A" -f- i — o 

est Satisfaite , il faut conclure qu’il existe deux lignes AM qui 
résolvent la question , et qui sont à angle droit;. l’une divisa 
l’angle donné et l’autre son supplément : en effet, la division 
en deux parties égales de l’un de ces angles, emporte celle 
de l’autre. 



La tangente 



A'=z 



— 1 4- V 1 4~ O* 

a 



étant positive , est celle de l’angle MAC os £ BAC. 

Nous allons maintenant résoudre la même question à l’égard 
ao de l’angle B , et à cet effet , nous imaginerons par A une pa- 
rallèle AC à CB , ensorte que la ligne AM' qui divisera 
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l'angle CAB également, sera parallèle à la ligne IiM <jpù 
diviserait ABC suivant la même condition, et conséquem- 
ment l’angle M' AC sera égal à DÉC. Or l’équatiop de AB 



celle de AC , 
en fi^i celle de AM' 



y — 



ces équations étant les mêmes que celles qui ont été employées 
précédemment, sauf le changement de a en a, et de A en B, 
on aura ces deux valeurs de B , 



.■ t. 



» 4 - l/h +°‘)(» + •») 



£" — lUi ~ t ~ lA» +«“)(> + «*) . 

. u-f- “■ 

, . •• ’ -, 

La division de l’angle BCA suivant le même rapport, est 
ramenée à celle, de l’angle C AK' : or l'équation de A?C est 



celle de AC 



enfin celle d eAM" , 



y — o, 

y — <tx\ 



y = Cx; : * • • ' 
donc on aura ces deux valeurs de C , 

Q, 1 V I + . QU — 1 4- l/î 



On dira que le triangle ABC est isoscèle, en écrivant 
<4 = — a , et dan» ce cas , /?'=<», d’oi^ l’on conclut que la 
ligne BD qui divise également l’angle ABC , est perpendi- 
culaire sur AC. ‘ - 
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L’équation de AM est donc 

y = A'x, 

y-y 



celle de BM , 
enfin celle de CM , 



y — C?(x — xf). 



J, y étant les coordonnées du point fi, et i* l’abscisse du 
point C , 

Pour reconnaître si ces droite» se coupent en un point unique, 
recherchons les coordonnées du point de rencontre de AM et 
CM : elles sont ' > 

CxT A’CjT 

. X — C — A" y — C ~A' : 

la droite menée par B et par M aura donc pour équation 

y y — A')— Car 

conséquemment, la condition sous laquelle les trois droites se 
coupent, est exprimée par 

^ _ y\C — A 1 ) — A'Cx m 

B _ • 

Lorsque le triangle est isoscèle , A' = — C , et on sait 
que B' = oo *, or son expression devient 

' • *■ 

— ay-f-yf'x" 

— u.' -f- x* 00 * 

à cause de x* = ax'. 

Pour reconnaître en général si l’identité précédente a lieu , 



Digitized by Google 



3 7 



DANS UN PLAN. 
on éliminera du second membre y' et xf , d’après les relations 

y 



y 



x" X ' 1 



7 ; 



d’où on déduit 



J et, q -S 

La substitution de ces valeurs donne 

/(V - A ' ) — a* ( — A' C {<l — a) _ 

x!{C —A!j—Cx m ~~ aC — *A’ 

or comme vif' = — -p , C' — — ^p, 1? — — -jjn , les valeurs 
de A' , O et B' peuvent être traduites ainsi : 
a 



A' 



+ v i + a % 



; C=- 



— y' i 



Tt — * 1 + g ‘ + a < 1 / y + o- % 

JS — - ' — * • T 

■ ■- V , - 



v/ X a* 4- \/ 1 + *’ 
des deux premières on déduit 



V » •+• a 1 = 1 + *' : 



C — CL 



ces valeurs portées dans B' en place des radicaux, trans- 

r . a*(C — A')— A'C{* — a) „ 

forment B en — 1 ^ 3 . Donc aussi ces 

nC' — avr 

trois droites concourent en un point. 

8°. Il est maintenant facile de s'assurer que la droite me- 
née par les points de concours des perpendiculaires abaissées 
des sommets et des perpendiculaires élevées sur les milieux 
des côtés , va passer par le point de concours des lignes qui 
joignent les sommets et les milieux des côtés. 

En effet , les perpendiculaires menées par A et D aux 
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côtés DC et AC, ont pour équations (Probl. 6°), 



r — x , 

y — — —, — x \ x-=x ; 

les coordonnées du point de concours , sont 

* • 

x m — A , 

x = x , y=— y~ 

Les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés AD , 
AC sont (Probl. 6°, fig. 18. ) représentées par 

y' A f x'\ . x m 

J a y \ _ a / a 

les coordonnées du point de concours sont 

x" y' x’ / x” — x' \ 

X a * a y\ a )' 

L’équation d’une droite assujétie à passer par ces deux points, 
sera donc 



y'y — (x? — aO*' 



3 (x* — x')x / 



uA — . 



(x — x'). 



Tout se réduit donc à reconnaître si les coordonnées du point 
de concours de deux des trois lignes qui joignent les sommets 
avec les milieux des côtés opposés, satisfont à cette équation : 
or l’équation de la ligne menée de A au milieu de DC , est 
(Probl. 7 0 ) 

y' 

■ y=Â^ x ’ 

celle* de la ligne menée de C au milieu de AB, est 
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Les coordonnées du point d’intersection de ces deux droites, 
sont, 

3? A V 

- - «s ■ • 

>y — 3 * 



x= • 



la substitution de ces coordonnées en place de x et y dans 

( 1 ) , réduit cette équation à zéro : donc les trois points en 
question sont sur une même droite. 

Des quatre points d’intersection trouvés ci-dessus , les trois 
que nous venons de considérer , sont les seuls en ligne droite , 
ainsi qu’on pourrait s’en assurer par une analyse semblable à 
la précédente, appliquée à toutes les combinaisons possibles 
de trois de ces quatre points. 

g*. La plus courte ligne que l’on puisse mener d’un point 
pris dans un angle entre les côtés, est la perpendiculaire à la 
ligne qui divise l'angle également. 



Soit prise pour axe des abscisses la ligne qui divise l’angle Fig. 11. 
DAiy en deux parties égales, et soit M' le point donné : il 
l’agit de faire voir que la plus courte des lignes qui passent 
par M' , est la perpendiculaire RM' R' à AX, et, pour cela, 
nous chercherons la plus petite transversale qu’on puisse me- 
ner par M'. 

Les coordonnées du point M’ étant y’ , x' , l’équation de 
LL! sera . . 



* -/=*(*-*') (O, 

a! étant la tangente de l’angle UX\ celles des droitas AD , 

AD' sont 

(a) y = ax, y = — ax ( 3 ).* 

Des points L et il abaissant les perpendiculaires Lp , L'p' sur 
AX , on aura 

Ip — Ap — AI-, 

Ap est l’abscisse d’intersection des droites LL' , AD, et on la 



Digitized by Google 



4o 



LIGNE DROITE 
trouve en écrivant dans ( 1 ), pour y , sa valeur ex donnée 
par (a), ensorte que 



Ap=z 



. y'-** 



a — a 



Pour avoir 'AI, on fera dans (i)y — o; d’où l’on déduit 

M= J -A=A... ■■ 

a 

de là résulte 

„ r «(.y'-oV) 

An — AI—lp = — ) zrr- 

' r a ( a — a ) 

L’ordonnée pL est donnée par y — a. Ap : on a donc 

pL^y-^i, ... 

r a — a 

« 

on trouve de la iuême manière 



d’où 



r a. -j- a a 



AI — Ap' — Ip 



f _ i> a{—ÿ + nx) . 



a\a + a') ’ 



et parce que P'Z/ = — a.Ap ' , on a 

. ■ a -f* a 

D’apràs cela , 



donc 



ji> = v +p'i >= y + ° v) ‘ 

1L+W = ZX = “(^-y) £I±gL 



Pour faciliter la conclusion, nous pouvons supposer le poit 
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M' sur l’axe AX, auquel cas y =o, et 







I 



a 



en observant que [/i -f-a'* est la secante, ou 1 unité divisée 
par le cosinus de l’angle IAX = ■ Or le minimum d une 

fraction correspond à la plus grande valeur du dénominateur, 
en observant qu’ici le numérateur est compose de quantités 
qui ne varient pas , lorsque LL' varie de position : on obtient 
donc ce minimum par l’hypothèse a! = ioo m , qui donne 

a' =oo sina' = i , % — o : alors l’expression précédente 

se réduit à naA , qui est celle de la perpendiculaire RR' 
passant par le point M' . 

Si dans l’expression , , 

r \, 2 a fnV —y ) V 1 4- a! % 

LL ~ , a’* — a* 

on faity = av , ce qui revient à supposer que les points M' , F‘K- 
L et R coincident en un seul point L , on trouvera 

Tr , aa(a' — a) A [/ i -f c" _ 2 aa y {/ 1 -+- a " 1 
LL — a '* — c? ~ a' -fa 



M&is si de plus on établit entre les tangentes trigonométriques, 
a et a' la relation a 

— ad -f- t = o» d’où = + 
pour exprimer que LU est perpendiculaire sur AD , on 411 ra 



LU = 



aar 



V » 



-< 200 /. 



Donc de deux lignes LU , LR! menées d un point à une ligne , 
la perpendiculaire est la plus courte. 
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EQUATION DE LA LIGNE DROITE 



CHAPITRE III. 

r 

Elémens de position d'un point dans l'espace .* 
notation algébrique de ces elémens. Équatiçn 
de la ligne droite dans l'espace. 

Fig. a 3 . 17. Soient trois lignes fixes ou axes AX, ÂY, AZ récipro- 
quement perpendiculaires l’un à l’autre au point A ; chacun 
d’eux sera perpendiculaire au plan des deux autres , puis- 
qu’il l’est à deux droites qui se coupent à son pié dans ce 
plan : ainsi chacun de cfes plan» sera en même temps perpen- 
diculaire aux deux autres. Ces trois plans forment donc les 
trois faces d’un parallélépipède rectangle , et l’angle solide 
trièdre A. Nous supposerons les plans ZAX et ZAY verti- 
caux, et le plan Y AX horizontal. 

Qu’on se représente un point M dans l’espace , ou situé 
hors des plans ZAX , ZAY , YAX en position vraie, par 
exemple , en avant du premier plan , à droite du second et au- 
dessus du troisième , et qu’on imagine de M des perpendicu- 
laires MM' , MM" , MM“ sur ces trois plans : ces perpendi— 
^ culaires mesureront les plus Courtes distances du point de 
l’espace à chacun de ces plans. Les plans menés par les per- 
pendiculaires MM' et MM" , MM' et MM“ , MM ' et MM~ 
fermeront le parallélépipède ; et le point de l’espace sera le 
sommet de l’angle solide trièdre M opposé à l’angle A. 

La distance MM' du point de l’espace , M , au plan ZAX , 
est en longueur vraie ou M"m‘ ou Am"\ celle MM" du mémo 
point au plan ZAY est M"'in" ou Am : enfin celle de ce point 
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au plan horizontal YAX est MM“ o\l M'm on Ain . Ainsi ces 
distances se retrouvent sur les lignes fixes AY , AX , AZ. 

Les points M' , M" , M" , pies des perpendiculaires abais- 
sées du point M sur les plans auxquels on rapporte la position 
de ce point , sont dits projections verticale et horizontale du 
point M , verticales , lorsqu’il s'agit de M ' et M", horisontale 
lorsqu’il s’agit de M" . 

Deux de ces projections suffisent pour retrouver le point. En 
effet , les perpendiculaires menées par chacune d’elles au plan 
qui la contient , se coupent dans le point de l’espace. 

La troisième projection résulte évidemment de chacune des 
deux autres, ainsi que le montre la figure. 

18. Puisque la position d’un point est complètement définie 
par ses distances aux trois plans rectangulaires de projection , 
si on note par x la distance du point au plan YAZ, par y celle 
du même point au plan ZAX, et enfin par z sa distance au 
plan YAX , et que a, b , c soient les valeurs linéaires de ces 
distances , cette position sera bien indiquée par 

x — a , y — b, z — c. 

Le système des formules 

X 7 =a> z = c , 

* t 

note la position de la projection M' ; celui des formule* 

y~t>, *=Ç, 

note la projection A/",. et ces ‘deux projections suffisent , 
comme nous l’avons vu, pour retrouver la position du point ; 
aussi ces deux systèmes de formules comprennent-ils les don- 
nées des trois distantes. 

Lorsque le point est dans le plan horizontal , 
z==o/ 
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et d’ailleurs sa position dans ce plan , est fixée par 

x=za, y = b-, 

lorsqu’il est dans le plan ZAX, 

y=°> 

et sa position est fixée par 

x = a, z = c; 
enfin , s’il est dans le plan ZAY , on a 

x= o, 

et il est défini dans ce plan par 

v y = b, z = c. 

Pour un point situé sur l’axe AX, on a 
* = 0. ^ = °» x = (t, 
pour un point situé sur l’axe A Y , 

Z = o, xe=o, y — b, 
et enfin , pour un point de l’axe AZ , 

x = o , y — o f z — c. 

Pour l'origine A des distances , on a 

x — o, y — o, z=zo. 

Tout point /lu plan MM'mM" , et conséquemment ce plan 
lui-même est noté par * 

X—Cly 

puisque a est la distance commune de chacun de ses points 
au plan YAZ. Le plan MM^m M* est noté par 

y — b. 
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et enfin le plan MM'm'M" est caractérisé par 

z = c. 

* t 

La position <fe ces trois plans donne celle du point M , et 

conséquemment ce point sera défini, ainsi que nous l’avons 
déjà dit , par le système d^ formules • 

x — a, y = b, z = c. 

19. Considérons maintenant une ligne droite AD située d’une p,„. 
manière quelconque dans l’espace, et un plan K L qui soit celui 
de la planche ; si de tous les points M, m , n , etc. N, de cette 
droite, on conçoit des perpendiculaires sur ÀZ-,tous les piés 

-M' , rri , n A ' seront dans une ligne droite indéfinie ab , 

qu’on nomme projection de la droite. 

MN étant une portion de AB, M'N’ sera projection de 
MN: si le plan KL est horizontal, M'N r est dite projection 
horisontale. 

Mais on observera que les projections M' et N' des extré- 
mités M et N suffisent, puisqu’en les joignant, on a la pro- 
jection de la totalité de la ligne. 

’■ • ■ 

Le plan MKN'M- s’appelle p/an projetant, et KL se nomme 
plan de projection. Le plan projetant d’une droite est donc 
celui qui, passant par cette droite, est perpendiculaire au 
plan de projection ; ensorte que l’intersection de ces deux plans 
est la projection de la droite. 

est la projection horizontale commune de toute 
droite située d’une manière quelconque dans le plan proje- 
tant .WAA'l/', et comprise entre les perpendiculaires ex- 
trêmes MM', A 7 V'. On ne peut donc conclure une ligne de 
1 espace de la donnée d’one seule projection. 

Supposons toujours le plan horizontal KL, et un plan PQ r ,„ 
qui lui soit perpendiculaire , puis la ligne A/A'dans l’espace au- " 
dessus de KL et à droite de P Q ; MM", AW" étant perpendi- 
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culaires à KL , Al" N 9 sera la projection horizontale de AfN : 
de même les lignes MM' , N N' étant perpendiculaires kPQ, 
M'N’ sera dite projection verticale de MN. 

Maintenant si par M"N" , on mène un plan perpendiculaire 
à KL, et par M'N' un plan perpendiculaire à PQ, l'inter-t 
section de ces deua plans projetant, sera la ligne MN de l’es- 
pace. Les données de deux projections d’une ligne sur deux 
plans réciproquement perpendiculaires, suffisent donc pour 
isoler la ligne, c'est-à-dire, pour la caractériser complètement. 

Dans la pratique , la projection M'N' ne se trace pas sur 
un plan qui soit réellement vertical ; on conçoit que ce plan 
ait tourné autour de sa base PP " , jusqu’à venir s’appliquer 
sur PP' KL’ : alors les points N' et M' se rabattent en décri- 
vant des circonférences de» points net m comme centres, et 
dont les rayons sont les perpendiculaires N'n , M'm abaissées 
des points N 7 , M' sur la charnière : ces points viennent donc se 
placer en N' , AI' sur les prolongemens des lignes N"n , M"m, 
perpendiculaires à PP' , puisque dans la rotation de PQ au- 
tour de sa charnière, les lignes N'n, M'm n’ont pas cessé 
d’ôtre perpendiculaires à PP' en n et tn. 

On peut supposer un troisième plan passant par P À et ™Q, 
c* st-à-dire ,' perpendiculaire à chacun dés dyux premiers , 
sur lequel on ait aussi projeté la ligne AIN par deux per- 
pendiculaires menées des points M et i IV’à ce plan. ’!> " > 

iG. Ainsi, pour tottt présenter dans une sërilé figure , on suppo- 
sera ainsi que nous l’avons fait lorsqu’il s’agissait d’un point’, 
trgis axes AX , AY , AZ, réciproquement perpendiculaire» 
l’un à l’autre , les deux premiers étant supposés dans le plasj 
même de la planche qui figurera le plan horizontal , le trqir 
sième A Z étant vevjical ; les trois plans menés par AZ , 
AX ; AZ , AY\ AY , AX ; seront réciproquement perpendi- 
culaires l’un à l’autre , les deux premiers verticaux, et le troi- 
sième horizontal. Les trois projections de la ligrie de l’espace , 

seront M’N" darts le plan horizontal , M'N’ et Al" N" dajiâ 

, , j’ „ • . fit .'• ?*: ■A'aiHftvfl 

les plans verticaux. 
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Lorsque le plan vertical ZAX est rabattu dans le prolon- 
gement du plan horizontal , ce qu’on doit supposer pour le 
tracé graphique , les projections horizontale et verticale A/” , 
M' , correspondantes au même point de l’espace , sont dans 
une même perpendiculaire M’ M" à l’axe AX. De même, les 
projections verticales M 1 ' et M " du même point , se trûuVent 
sur une perpendiculaire M'M“ à AZ , lorsque les aïeux plans 
verticaux sont l’un sur lé prolohgeraent de l'autre. 

k *- -■ * '-'s <»'*■« ■ • ■ ..*■ .<• 

Pour bien se représenter la position de la;droite,de l'espace* 
résultante de ce système de projections, oujmaginerales plans 
XAZet Y' AZ qui, pour le tracé graphique, n’en font qu’un* 
lequel est couché sur le prolongement du plan* horizontal , on 
imaginera , dis-je, ce plan XAZi ' relevé à angle droit sur la 
plan du papier , puis la portion ZAY '-,- tournant autour de 
AZ, jusqu’à ce que AY' coincide avec AY i alors si par les 
projections M'N ' , M" N" , on élève des plans perpendicuLairo* 
aux plans ZAX , ZAŸ ainsi en position vraie, on aura par leur 
intersection la ligne de l’espace. Elle, serait encore donnée par 
la rencontre des plans projetons élevés par M'N' , M m JS" , et 
par M m iX", Af "A", aux plané qui Contiennent ces projections. 
Ainsi, deux quelconques de ces trois projections isolent com- 
plètement la ligne de l’éispace. 

L'une quelconque de èes-trois projections est la conséquence 
nécessaire des deux autres : en effet, le point de la ligne pro- 
jeté en A 7 , N m est à une hauteur N'n" , ou N“n" au-dessus 
de sa projection horizontale N" ; là projection A r * du même 
point , dans le plan vertical ZAY qui est la position vraie du 
plan ZAY' , est donc à une hauteur A Æ n* au-dessus du point n 
de l’axe AY , ce point n* étant déterminé par la perpendicu- 
laire A ,m n" sur AY ; si donc on ramène le point n sur AY' , 
par un arc de cercle décrit de A , cotaraè centre , avec An 
comme rayon , et qu’on élève par n , la perpendiculaire nN’ 
sur AY'-, on retrouve la seconde projection verticale A'" : oii 
conclurait de meme M" des données M‘ , M“, et conséquem- 
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ment la troisième projection N"M" des deux premières ;, c’est 

ce que nous démontrerons plus loin par i analyse. , t«i~< • -, 

ao. On peut , au moyen de deux ptrojectipn? , construire en 
longueur vraie la ligne de 1 espace. À cet eflet, on observera 
que les points de la ligne, projetés horizontalement en V 

et verticalement stir le plan XAZ t en M ,,,& , sont à des 
hauteurs üfm* , N'n" au-dessus dç; M~" : et K"; ensorte.qua 
la ligne en question , les hauteurs;, verticales de ses points.ex-; 
trêmes , et sa projection horizontale forment un trapèze dont 
le plan est vertical. Si on imagine ce trapèze tournant autour 
de sa base M”1S~ comme charnière , lès perpendiculaires ex- 
trêmes qui en sont lès côtés parallèles, le seront constamment 
au plan ZAX en M f , IV', et elles n’àuront pas tarie de 
longueur : ainsi le trapèze rabattu sera dans kqnel 

NM est la ligne de l'espace. ■ - . . 

Mais si par le point’ M on mène une parallèle Mv à 
M"N m , le triangle MNr , rectangle en v , donnera 






jûk — âv + + ‘ffiïr , .... . ; 

= (X'n m — M'm m )> -f M m X “^An — A m y+M* iV 1 * . 

: . A " 

Que par A 1 * on mène IV V parallèle à AX, et on aura . r 
flj "iV* =s M V 1 -f- A' V = ( An — Am’y + ( An " Am Y ; 



• l '<!»• v; . 



donc . : «. : ‘ ■’ .' ' ,i: ’ 

— An — ÀmY+(An — Am! ) 2 -f- {An. — Am*) }. 

Ainsi la distance Mti entre les deux points M et N est énon- 
cée au moyen des distances de çes points aux axes rectangu- 
laires, et si nous posons 

Jrf^r , Am-^af-, An"=y" , Aml'.^y' ; An=zT , A,n=^f , 

il viendra cette expression de la distance, 

- MX = y/ { ( **- — »' )- + (/ —/)* + ( x " ~~ H ’ 
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korsque le point 31 est à l'origine, on a jf ~o, y' — o, 

* = o , et 

MN=s ]/z"' + y”* + x r \ 

'Telle est la valeur de la diagonale d’un parallélépipède rec- 
tangle construit sur les trois arêtes x" , y * , x". 

2i. Nous avons vu (19) que deux projections définissaient *’*6- a T* 
Une droite de position; ainsi l’équation d’une droite dans l’es- 
pace, sera le système des équations de deux de ses projec- 
tions. Soient RL et B! L' les projections d’une droite de 
l’espace sur les plans de projection ZAX , ZAY' ou ZAY , 
et un point quelconque de cette droite , projeté en M' et 
il/"; il s’agit d’avoir la relation entre les coordonnées x, y, z 
de ce point. A cet effet, menons par R et par R' les parallèles 
Rp, R'p' à AZ , et désignons par a et b les tangentes trigono- 
niétriques des angles M'Rp , M" R’p’, ou des angles faits par 
les projections avec des parallèles à l'axe AZ , et para et /S , 
les distances AR , AK. Lorsque la droite est donnée, le9 
projections en résultent, et on connaîta, b , «t, /3. Or on a 



p M' p'M" _ 

Rp ~ a> R'p' ~ 



b ; d’où pM' — a.Rp, p’M" = b . R’p' ; 



mais pM'—PM' — Pp — PM' — AR ; p'M * —PM" — V 
= PM" — AK ; donc 
✓ 

PM’ — AR-=.a.AP\ PM" —AK =ib.AP. 



Or AP — z, PM" —y , P 31' — x ; conséquemment les équa- 
tions des projections, sont 

x — a = az-, y — 0 = bz. 



on ( 1 ). . iX —ai -f- <t, yr=bz -f-C. . .(a)* 



dont le système exprime la droite de l’espace. 

Nous avons vu (19) que la troisième projection R" M* ré-^ 
JLlem. dg Géomêtrig, 4 
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sultait graphiquement des deux autres : si on désigné par c 
la tangente de l’angle qu’elle fait avec AX ou avec la parallèle 
R"p", on aura 

p"M m —c.R"p", ou P M m — AK — c\AP — AR) , 



et conséquemment 

y — C — c(x — a) (3). 

Svl’on suppose une ligne parallèle à celle de l’espace, me- 
née par l’origine A, les tangentes trigonométriques a, b et c ne 
changeront pas, les longuers « et C deviendront nulles , et le* 
équations des projections se changeront dans les suivantes , 



x = az , y = bz, y — ex ; 

f * , y b 

les deux premières divisées l’une par l’autre donnent , 

y i 

et on déduit de la dernière — c; donc c = -, relation 

x a 

entre les tangentes tTigonométriques des angles faits par cha- 
cune des trois projections avec chacun des axes rectangu- 
laires : cette valeur de c reportée dans l’équation (3) , donne 



* 

Or qu’on élimine z entre ( 1 ) et (a), et on obtiendra c* 
résultat 




d’où 




(* — *). 



la meme que (3) : par cette élimination de l’ordonnée*, on 
note la droite de l’espace indépendamment du z, ou plutôt , on 
prend en même temps toutes les droites de l’espace pour 
lesquelles là relation entre x et y resterait la même; ce* 
droites ne peuvent être que celles qui se trouvent dans le plan 
«uivant lequel la droite se projette horizontalement , droite* 
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qui ont nnc commune projection horizontale (19) : ainsi le» 
équation» de deux projections emportent celle de la troisième, 
c’est-à-dire, que celle-ci est toujours une conséquence des 
deux premières. 

Lorsqu'une droite est située dans un des plans coordonnés , 
sa projection sur les deux antres plans, est suivant les axe» - 
eux-mêmes : si elle se trouve dans le plan des X z , on a 

b = o, £ — o, 



et ses équations deviennent 

y.— o, x = az -f- et. 

La première dit que la projection de la droite sur le plan des 
yz est suivant l’axe AT . , et la seconde représente effective- • 
ment sa projection sur le plan des xz , laquelle n’est autre que 
la droite elle-même. 

Si la droite est parallèle, par exemple, au plan des xz, 
les équations des projections sur les plans XAY, XAZ , sont 



fgp —C, x=az- \- a, 

C étant la distance constante de tous les points de la droite au 
plan de xz. 

Pour trouver les coordonnées des points dans lesquels une 
droite dans l’espace Rencontre les trois plans rectangulaires, 
il faut faire successivement dans les équations (1), (2) , 
Z— o , y=o , x = o, et on trouve 



ar= * , y — C, pour le poipt où la droite perce le plan XAY , 
C gC 

3 = — •£, x = ^ — f- tt, pour celui où elle perce XAZ * 

z — — y — — — + €, pour celui où elle perce ZAY. 



Nous pouvons maintenant donner une autre expression de 
la longueut d’une portion définie d une droite située dan» 
l'espace (ao). 
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**>• 31' IV' , M" N “ , M“N m sont les trois projections de la 

portion de ligne que nous considérons : si on les désigne par p , 
p" et p" , on aura 

p'* =(z" — z'y+ (x" — x')* 

/>"* = (*' -*')■ + (/-/)« 

/»•* = (/ —y y + (x* — x')*; 

donc , en ajoutant et divisant par a, 

' Ç-* — = Ç* , W)‘ 4- + (•*' —x'y=lm 



conclusion qui a encore lieu pour x = o , y' ~ o , z' — o , et 
alors on a la longueur de la diagonale d’-un parallélépipède rec- 
tangle au moyen de celles des trois arêtes contiguës à celui 
des angles solides trièdres par lequel on l’a menée. 

aa. Avant de résoudre quelques questions sur les lignes 
droites considérées dans l’espace , nous observerons que lors- 
qu’une droite est donnée dans l’espace , les élémens de sa po- 
sition, o, b, et, G sont connus; et qu’a® contraire , si elle 
doit être assujétie à une certaine position énoncée , ces quan- 
tités a, b, a, G sont des inconnues à évaluer d’après les con- 
ditions prescrites. 

i°. Trouver la condition sous laquelle deux droites de l’es- 
pace se rencontrent. 

Les équations de deux droites dans l’espace sont , pour l'une. 



x — az +*, 
y = bz + C ; 

et pour l’autre , 

x — a’z -f- a' , * 

y = b'z + G' ; 

il s’agit ici de trouver la relation entre les élémens de posi- 
tion c, b, a, C; a', b', a' , G' , sous laquelle les droites sa 
coupent. A cet effet, on éliminera x, y , z entre les quatre 
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équations , d’où résultera la condition d'intersection 

(<*' — et) (V — b) — (£' — C)(a' — a) =o. 

a®. Par un point donné dans l’espace , mener une droite 
parallèle à une autre droite donnée , 

Soient 

' x=zaz-j-et,y = bz-l-C 

les équations de la droite donnée ; soient x' , y , z’ , les coor- 
données du point donné, et 

x = a' z -f- «' , y = b' z C 

les équations de la droite cherchée : pour exprimer le paral- 
lélisme des deux droites, il faudra poser a' = a , b' =5 , et 
pour que la seconde passe par le point donné , il faudra qun 
ses équations soient satisfaites par x! , y , z' : on aura donc 

J ’* 

x — A = a(_z — z' ) , y — y=zb(z — z'). 

La conséquence de ces deux équations sera celle de la projec- 
tion sur le plan des xy , savoir 

r. b , , » 

y — y =;(*—*). 

3°. Assujétir une ^foite à passer par deux points donnés 
dans l’espace. 

Soient x', y', y", z“ les coordonnées de ces pointe, eî 

les équations de la droite cherchée 

(i),.,..x=xu-f'*i y—bz + C (a) ; 

a , b , a., G sont les inconnues à évaluer au moyen des coordon- 
nées des points donnés. Pour que la droite passe par le point 
y , y , z' , il faut que ses équations aieut lieu pour x — x'» 
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m a f • I 

y —y , z = z J ou qu on ait 

( 3 ) x' = az' + *, y* =zbz' - f- S (4) ; 

pour qu’elle passe par le point x" , y" , z", il faut aussi que 
«es équations aient lieu pour x=x“ , y —y" , » = *■*, ou 
qu'on ait 

( 5 ) af=oz"+*-, ÿ =bz u + C (6); 

Qu’on retranche ( 3 ) de (i) et ( 4 ) de (q) , et on trouve 
(7 )...x — x' = c(a — z'); y—f = b (z — z'). . .(8), 
Si on retranche ( 5 ) de ( 3 ) et (6) de ( 4 ) , il vient 

x — x — s ) ; y — y —s )\ 

d’où l’ou déduit 




Ce» valeurs reportées dans (7) et (8) donnent ce» équations de 
la droite cherchée, 

On pourra s'assurer que ces équajions rendent toutes les 
conséquences des diverses hypothèses qu’on peut faire sur la 
position de chacun des points. 

4°- Trouver l'angle de deux droites données de position 
dans 1 espace. 

Deux droites dans l’espace peuvent ne pas se couper , sans 
être parallèles, ce <jui arrive lorsqu’elles ne sont pas dans un 
mênje plan, cependant leurs projections se coupent; mais 
alors la ligne qui joint deux de cfs intersections, n’est plus per- 
pendiculaire a J’interscction des plans de projection qui les ren- 
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ferment, circonstance qui a toujours lieu lorsque le point est 
^celui de rencontre de deàx droites. 

On prend pour l’angle des deux droites celui que ferait l’une 
d’elles , avec une parallèle à l’autre , menée par un point quel- 
conque de la première , et il est clair qu’on peut à ces droites 
substituer deux parallèles AL, AL' menées par l’origine A 
des coordonnées , parallèles qu'il faut voir dans l’espace , et 
dont les positions sont indiquées par les projections AM ' , 
AM" , AN', AN". 

Si, à partir du pointé, et sur chacune des parallèles AL, 
AL ' , on prend les longueurs AM = AN — 1 , et qu'on mène 
la transversale MN , on aura, d’après un théorème de trigo- 
nométrie. 



cos MAN = 



AM*+ AN — MN 
ïAM.AN 




Mais x‘ , y' , z' , x" , y’ , z " étant les coordonnées des point» 
M et N, on sait (ao) que 

MN^x'-aSy + iy' -/ )*+(»*-»')• 

=x"» +y* + z." a 4-x ,a + y» + & /a — s(iV +yy+ 

= A M -\-AN-%{x , x? -f-y "y t -j-z"z')=a-a(x"j/ -f-yy -f-sV) ; 



dono 

cos MAN = iV + // + z"z' ; 

er les équations des droites AL, AL' qui passent par l’origine, 
sont (ai); 

X ~ az , y = bz) x = a'z , y = b ' a ; 

et comme ces droites passent aussi par les points M, N, oa 
aura en même temps 

x' = az ’ , y = bz ' ; x" — a'z" , y" = b'z" ; 

ainsi 

cos MAN — (oa' -f- b b' -j- i )z't’ ; 
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mais à cause de 



✓ 



AM*— 1 = A' + y* + s'* , 

ân*= î = x"* 4- y» + z" a , 

pn obtiendra 



ÿiâ+b'- f-i * * \/d* + b' À -f î *■ 

aci -f* bb ' -f- î 



et enfin 
cos MAN— 



S/a* + b‘ + i v/a'“ + b 1 ' + i 



■•••TO 



Le cosinus de l’angle de deux droites est donc ainsi évalué 
au moyen des tangentes a, b, a' , b' des angles faits parles, 
projections de ces droites sur les plans verticaux avec l’axe 
AZ , angles qui sont les données de la question. 

Lorsque cet angle est droit, le cosinus est nul, et on a cett« 
relation entre les nombres a, b , a' , b ' , 



ad -J- bb' -f- i = o. 

Il sera facile de déduire de (A") les expressions des cosinus des 
angles faits par une droite fixe AL avec chacun des axes coor- 
donnés. Lorsque AL' coincide avec AZ, les tangentes trigono- 
métriques d , b' sont milles , et on a 



cos MAN = cos Z = — ■ — 

y/a' + b 1 -^ i 

AL' coïncidant avec AY ou AY' , la projection AN' tombe 

sur cet axe; l’angle Z AN"- est dçoit, et b' — i , ou y = o ; la 

projection AN'- est concentrée en A , et d- — o, puisque l’an- 
gle N' AZ e*t nul : ces hypothèses introduites dans l’ expres- 
sion (A') , après avoir divisé haut et bas par b', donnent 

cos MAN— cos Y — — — ^ . 

ya' + l?+v 
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fnfin , que AL' tombe suivant AX, la projection AN' est cet 

axe ; donc Z AN' est droit' d’où résultent J = ‘ ) ou-^t- = o, 

b' = o , et après avoir divisé les deux termes de (N) par a' * 
et introduit les valeurs precedentes, un obtient 

cos MAN = cos X — — a 

y a'* 

Qu’on fasse les carrés de cos ; Z, cos Y, cos,Y, et qu’on les 
ajoute , et on parviendra à cette propriété , 

cos “Z 4 * cos % Y -f- cos'X = 1 . 

On peut trouver directement cette relation dans le parallélé- p jri a 
pipède rectangle AM dont AM est la diagonale : il donne 

AC = AM cos AB— AM cos C , 

en faisant MAC — a, MA B — C : on a de plus 

AM' = AM cos MAM’ : 

mais d’ailleurs 

• —y v « /. ^ \ * ’M' 

AC — AM' cos CAM AB — AM' sin CAM '; 
égalant les valeurs de AC et celles de AB , on obtient 
cos * = cos MAM' . cos CAM' , cos fi = cos MAM' . sin CAM\ 
et conséquemment 

cos’et-f-casC^zzcos'MAM'^zi — sin’MAM'=i — cos 'MAD t 
Résignant MAD par y , on trouve enfin 

cos’ * -f- cos* C -J- cos’j. = 1 . 
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CHAPITRE IV. 

De l'Équation du plan. 

\ . 

Fig. 3o. 20. U* plan est toujours donné de position par ses deux 
traces sur deux des plans coordonnés : ainsi supposant les deux 
plans coordonnés ZAX, ZAY en position vraie, les lignes 
R7\ RT' fixeront la position d'un plan dans l’espace. 

On pourra considérer ce plan comme engendré par l’une 
, des traces RT, qui se meut parallèlement à elle-même, en s’ap- 
puyant sur l’autre trace R'T qui sera la directrice du mouve- 
ment. 

L’équation de la trace RT, est • 

* = ax -f- d\ 

celle de la trace RT' , 

z=by + d, 

a et b étant les tangentes trigonométriques des angles de ce* 
traces avec les axes AX , AY , et d la longueur AR. 

La droite mobile , génératrice du plan , étant toujours pa- 
rallèle à sa première position RT, et conséquemment au plan 
ZAX , les équations de ses projections sur les plans des xz et 
desary, seront (ai) , pour toutes ses positions, 

z = ax -f- y , y ~ C : 

y et C étant variables en passant d’une position a une autre; 
or elle doit rencontrer continuellement la seconde trace RT* 
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xz= o, z=by-f-d ; 
donc on aura cette condition , 



bS + d = y , 

qui donne y au moyen de G ; ensorte que les équations de la 
génératrice du plan , dans une position quelconque qui ne sera 
plus dépendante que de G , seront 

z= ax -f- bG -f- d, y = G : 

éliminant G entre ces deux équations , le résultat sera indépen- 
dant de toute valeur de G ; il conviendra donc à toutes les po- 
sitions de la droite mobile-, et comme leur ensemble est le 
plan déterminé par les deux traces RT, RT' , il sera l'équa- 
tion du plan : ce résultat est 

* = ax -f- by -f- d. 

Pour xr=z o, y= o, on a z—d : d est donc , ainsi qu’on la vu , 
la coordonnée zdu point du plan, qui correspond à l’origine. 
Pour introduire plus de symétrie dans les calculs , on pourra 
mettre l'équation du plan sous la forme « 

< Ax -f- By -f- Cz -f- D =o. 



dafts laquelle des quatre constantes A , B , C et D , trois seu- 

, , . . . A R 

lement sont necessaires : ainsi on aura — — == a , — — = b, 

O C-# 




Reprenons la première équation du plan 



z = ax by -|- d : 

%n y faisant successivement z =z o , y=zo , ar = o , les équa- 



/ 



Digitized by Google 




6o 

tions résultante» 
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Z = O • ry =r O 

ax -f- by + d = o \z~ax-\-d 



I x — o 
I z = by -|- d 



■ont celles des traces du plan sur les plans des xy, des xz, de» 

y z - 

Si l’on fait encore dans l’équation du plan les hypothèse* 

IXO |X=0 iy = O I 
y = O | * = o | x = 0 I 

les valeurs qu'on en déduit pour x , y et z , savoir : 




sont les distances comptées de l’origine aux points de ren- 
contre du plan avec les trois axes coordonnés. 

L’équation d’un plan perpendiculaire à celui des xz, et 
passant par l'axe des y , est 

x =-ci; 

celle d’un plan perpendiculaire à celui desys , mené par l'axe 
des x, est 

y = bz ; 

enfin celle d’un plan mené par l’axe des s, est 
y = cx; 

a, b, étant les tangentes trigonométriques des angles faits par 
la trace du plan sur xz et surys avec l'axe des a, et cia tan- 
gente de la trace dans le plan xy avec 1 axe des x. 

Si ces plans toujours perpendiculaires aux trois plans do 
projection, ne passent plus par les axes, les équations devien-» 
n*nt, lorsque le plan est perpendiculaire à celui des ar 

• f 4 

x==aa-j"“j 



V 
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lorsqu’il est perpendiculaire à celui des y*, 

y = bz + C ; 

enfin , lorsqu'il l'est à celui des xy , 

y = ex + y. 

Nous observerons que ces équations qui ne contiennent que 
deux des trois coordonnées du plan , et qui ne désignent qu’une 
ligne sur le plan de ces coordonnées , appartiennent cepen- 
dant à un plan , puisque la coordonnée qui n’entre pas dans 
l’équation, se trouvant indépendante des deux autres, admet 
une infinité de valeurs pour chaque point de la trace , et ces 
valeurs répondent à tous les points du plan qui se trouvent sur 
cette coordonnée dans ses différentes positions : l'ensemble de 
ces positions constitue le plan de l'espace. 

a4- Lorsque le plan est assujéti à certaines conditions , 
comme de passer par trois points donnés, etc. etc., les quan- 
tités.//, /?, C, D, sont des quantités inconnues à déterminer, 
ainsi qu’on le verra dans les questions suivantes. 

1®. Mener un plan parallèle à un plan donné de position. 
L’équation du plan donné étant 

z = ax + by + d , 
et celle du plan cherché 

z — a'x -f- b' y -f- cV , 

la condition du parallélisme est exprimée par 
a' = a, b'z=zb. 

a®. Faire passer un plan par trois points donnés dans 
l'espace. 

Les coordonnées des trois points donnés , sont 

^our le premier x' , y , z' , 

le second x" , y" , z" , 

le troisième. . . .x" , y" , z m , 



e 
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or l’équation du plan cherché étant 

Ax -\-By-\-Cz-\-D=.o t 

on aura les trois conditions suivantes , 

Ax + By + Cz' +D—o, 

Ax’ + by" + Cz“ + D = o, 

A J? + By” 4- Cz" 4- D = o, 

desquelles on déduira ces déterminations , 

A =/ ( * • - *•) +/ (*•-*') 4 -y" (*'-*') 

B = z'(x“ — x*)+z" (x"—x') + z“(x'—x") 

C — x! (/—y ) +x' (.y"— y' ) +*"(/— /) 

D c/z--yv ) +x*(y a '_/0 + *»<>V-.yV ) , 

en observant qu’ici les coelficiens à évaluer , sont y, y. -, 

O c 

et qu’on a le même nombre d'équations. 

3u Supposons que z' , z" , zT soient les projections sur le plan des 
xz du triangle des trois points donnés dans l'espace ; l'aire du 
trapèze z x" x” z" sera 

* z m (x m — x") , z" — j“ ) 

a a * 

celle du trapèze x'zz x" sera 

z" (■r"— aQ , z'(x’ — xf) 

a a * 

et enfin celle du trapèze x'z'z m x? sera 

z " ( x — ^ ) . z ( J ^ ) q 

• a ‘ a 

De la somme des deux premières surfaces retranchant la der- 
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nière , on aura pour différence celle du triangle projeté sur 
xz, laquelle sera 

f = l: 

a 

en désignant par t et 't ’ les projections du même triangle sur 
les plans yz, xy , on trouverait de la même manière 

t = iA; tT=iC. 

Nous démontrerons (prob. 9 0 ) que D est six fois la solidité 
d’une pyramide qui a pour base le triangle de l’espace , et 
pour sommet l’origine même des coordonnées. 

3°. Étant données les coordonnées d’un point et les équa- 
tions d une droite , trouver l’équation du plan qui passe par la 
droite et le point. 

Soient x' , y' t! les coordonnées du point , et 

x =az -f- a . , y — bz C , y — C = ^(x — a) 

les équations de la droite : il faut dire que le point et la droite 
sont dans le plan; d’abord nous écrirons que le plan passe par 
le point donné et par celui dans lequel la droite perce le plan 
des xy , point dont les coordonnées sont 

z = o, x — u, y : 

ainsi l'équation du plan étant 

/ • .. .. - • c y. Y t ; 

z = A x -f- By-\- D , 

o ù A , B et D sont des coefliciens à déterminer, on aura ce» 
deux conditions , 

(1) z' = Ax' + B/ + D, 

(a) o =Ax + BC +Z>; 

mais si dans l’espace, la droite est dans le plan, en ramenant 



f • 
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la droite et le plan parallèlement à eux-mêmes jusqu'à l’ori-* 
gine des coordonnées, auquel cas leurs équations deviens 
droat pour la droite , 

X—az, y=z bz, ày^z.bxi 

et pour le plan , 

z = Ax + By ; 

dans cette nouvelle position , la droite sera encore contenué 
dans le plan , ensorte que leurs coordonnées doivent être les 
mêmes; on aura donc 

z r=a Aaz -f- Bbz, d’où \—Àa-\-Bb (3). 

Les équations ( 1 ) , (>>), (3) donneront les valeurs de A, B i 
V , en a, b,' et et G , et l’équation du plan deviendra 

(x — x / ) (y' — bz' — ■•f) — (y — y') (a/ — az' — <*) 

*f (s — *'){*(*' — a.) — a(y' — C)}=o. 

On voit qu’en effet le point donné est dans le plan, puisque 
son équation est satisfaite par x — x' y —y , z~z’ \ elle a 
lieu aussi pour x= az +«, y—bz+G, et par-là le résultat 
ci-des;us se trouve encore vérifié. 

4°. Étant données les équations d’une droite et celle d’un 
plan, trouver i°. les conditions qui doivent avoir lieu pour que 
le plan et la droite soient rectangulaires ; 2°. les coordonnées 
du point dans lequel la droite perce le plan; 3°. la distance de 
ce point à un autre point donné ou sur la droite ou sur le plan. 

Lorsqu’une droite est perpendiculaire à un plan, les projec- 
tions dé cette droite sont perpendiculaires aux traces de même 
dénomination du plan. Soient 

x = az a , y ~ bz -j- C 
les équations de la droite , et 

z = Ax -f- fly -f- D 
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celle du plan : les équations des traces du plan sur les plans 
rectangulaires des xz, yz, sont 

Z — Ax -j- D , z — By -f D , 
ou 

1 D I ' D 

x =Â z -Â'y = B z -B‘ 

et on doit avoir les relations 

aX^+i=* o, èX-^+i— o, 
d’où résultent 

A — — a, B =z — b ; 

donc l’équation du plan perpendiculaire devient 
z -f- ax -J- by = D , 

en observant qn’ici D reste indéterminé , parce que tout plan 
parallèle au piecedent, est perpendiculaire à la droite. 

Si on combine cette équation avec celles de la droite 

/ 

x = az4-u, y-=z bz + C, 

on en déduira les valeurs de r, y , z coordonnées du point de 
rencontre de la droite et du plan. 

En second lieu, reprenons le plan 

. ‘ z -j- ax -f- by — D , 

et menons-lui une perpendiculaire d’un point donnée a/ , y', 
z' : les équations de cette ligne seront 

x — a/=za(z — z')-, y—y'=b(z~z^, 

et celle du plan perpendiculaire pourra être mise sous la forme 

«(a: — x' ) -f ■ b {y • — y' ) -f- s — z' trzD — ax' — by 1 — z' : 

soient X , y, Z les coordonnées du point de rencontre de ce 
t.lem. de Geomctri t. ’ 5 



Digitized by Google 



66 ÉQUATION 

plan et de la perpendiculaire , on aura 



Z — z’ + 

y=y + 



D — ax' — by — z 
• 1 + a* -t- b * ’ 

b ( D — ax’ — by — a' ) 
i 4- fl * -f- 6* 



* 



X = x 1 



a(D — ax' — hy' — z ) 

r+ a“ + V 



La longueur de la perpendiculaire comprise entre le point X , 
y, Z, et le point x! , y , a', est (ao) 

Si le point donné est à l’origine , x' = o , _y' = o , a' = o , 
ensorte que la perpendiculaire abaissée de l’origine des coor- 
données sur un plan , a pour expression 



*/i + a 3 -f-6* t /i+A* + B' 

• « 

Si le point donné est supposé sur le plan , on a 

D — ax' — by — z —o t 

et la plus courte distance est nulle , ce qui doit arriver. 

Considérons, en troisième lieu , un plan perpendiculaire à la 
droite , et passant par le point x' , y' , a' ; on a pour son équa- 
tion 

a(x— aO + i(y— >') + 2 — a' =o, 

en observant qu’alors le coefficient Cest déterminé : celles de 
la droite , sont 

x — az + a,'y=bz-{-C: 

pour trouver les coordonnées du point de rencontre de la droite 
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et du plan , on mettra les équations de la droite sous la forme 

x — x' =• az -f- a. — x , 

y —/ —bz + c—ÿ, 

et nommant ’X', Y, Z' les coordonnées du point de reneontre , 
on aura 

-t/ _ a ( r' — a) 4- b ( / — Q ) 4- z r 
~ i 4. u * + é* * 

. b(a(xf— *) + &(/ 

l * 

v/ . a(a{.xf — ) + b(y — C)+z')_ 

*-*+— r+ <.• + *■ ’ 

Substituant dans le radical 

t/(*'-x'r-Kr -y)* + cz' -o* 



pour iŸ*, K, Z' leurs valeurs, on obtiendra l’expression delà 
portion de perpendiculaire située dans le plan , comprise entre 
le point donné a/, y, t! et le point de rencontre X’ , Y , Z de 
la droite de l’espace avec le plan. 

Si la droite de l’espace passe par l’origine des coordonnées , 
ses équations deviennent 



x—az, y — bz, 

et le radical \ZX’‘+ Y* 4- Z' a exprime la portion de cette 
ligne , comprise entre l’origine des coordonnées et le pied de, la 
perpendiculaire abaissée du point x',y', z' sur cette droite: or 
dans cette hypothèse 



* = o, g=o. 



donc 



z,= q y^+ ± / ; Y '= bZ '’ x '=*?. 

é 

. — .. ax' •+• W -4- z' 

VX' % -\- Y'' + Z'» = . . 



« 



\ 



Digitized by Google 






68 ’ ÉQUATION 

5®. Trouver l'angle de deux droites données de position 
dans l'espace 

Nous donnerons une seconde solution de ce problème déjà 
résolu (aa°) • Soient 

X = az,y—bz-,x=a'z,y = b'z 

les équations des deux droites ramenées parallèlement à elles- 
mêmes à passer par l’origine : si d'un point quelconque de 
l’une, A,ÿ,z , on abaisse une perpendiculaire sur l'autre, 
dans le triangle rectangle formé par cette perpendiculaire, et 
les portions des droites comprises entre l'origine et la trans- 
versale , on connaît la longueur des côtés qui comprennent 
l’angle cherché : l’un deux a pour txpression 

v/ 7 ï + 7 r +^ r = P, 

«t l’autre a été trouvé précédemment égal à 

ax +ty + z' __.pt. 
j/ 1 + a“ -f- b* 

donc le cosinus de l’angle cherché , c’est-à-dire 



P 

cos MAN 



ax' -f- by -f- z • 

y/ 1 -f- a 1 -J- \/ x'* -{-y* -f- s! % 

i •\-.aa' -\-bb' - 



' 



après avoir remplacé x' ,'y' par leurs valeurs a' z', b’z' . 

6°. Trouver î* l’angle de deux plans donnes; 3° ceux 
d’un plan avec les trois plans rectangulaires de projection. 
Soient 

Ax + By+ Cz + Z)=o, A'x + B'y-t-Cz-f- D' = o, 

les équations des plans : si de l’origine on mène sur chacun 
d'eux une perpendiculaire , le cosinus de l’angle de ces droites 
sera le même que celui de l’angle des plans ; les équations de 
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ces droites seront de la forme 

x—az, y = bz, 
x — a'z, y = b' z. 

Pour qu'elles soient perpendiculaires aux plans , il faut qu'on 
ait 

A . B 

a — c > ~ b ~ C* * 

— ~C' ~b —~C' 

; # * 

substituant ces valeurs dans ^expression du cosinus de l’angle 
de deux droites, treuvée (probl. 5°) , on aura pour celui des 
deux plans 

aa' + bb' + cr 



cos V— 



\/ A* + + O y/ A'* + B'* + TT*’ ■ ■ ' 



Si les deux plans sont perpendiculaires l’un à l’autre, on doit 
avoir cos V — o, et la condition 

AA! + BD' + CC = o. 

Si l’un des plans est le plan même des xy , alors son équation 
est s = o , d’où 

A' = 0> B'= o, C= i, 
et nommant V l’angle correspondant , on a 

C 



cos y = ■ 






V A* + B 11 4 - O 

Si ce plan devient celui des xz , son équation étant y ~ o , 
on a 

A' = o. B' =i, C = o, 
et nommant V" l’angle correspondant , on a 

cosV" = ~ D = : • . . (a) 

\! A’ + B* + C» 
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Si ce plan se confond avec celui des_ys, auquel cas son équa- 
tion devient x = o , d’où 

A — 1 , B' — o, C = o, 

et conséquemment, en nommant V m l’angle correspondant, 

A 



cos V — ■ 



.(3) 



ÿA* + B' + C‘" 

* 

Des expressions (î) , (a), (3), on déduit cette propriété 
cos’ V' -f- cos* V cos* V m -=. i . 

7 °. Trouver l'angle d'une drm% et d'un plan. 

Si l’on imagine par l’origine une parallèle à la droite et une 
perpendiculaire au plan , l’angle de ces deux droites sera le 
complément de l’angle cherché , et conséquemment le cosinus 
de l'angle des deux droites , sera le sinus de l’angle demandé. 
Soient 

x — az, y — bz 
les équations de la parallèle , 

Ax -f- Ëy -f- Cz -f- D = o 

l’équation du plan : celles de la perpendiculaire menée par 
l’origine , seront 

A B 

xz=--z,yxx- Z fi, 

et faisant C = — i , 

x — Az , y~Bz, 

et conséquemment le sinus cherché , sera 

■ i “f- a A -f- b B 

sin = — — . 

V 1 -f- o* + é* ÿ i + a* -f zi* 

8*. J°. Un triangle quelconque est à sa projection sur un des 
plans coordonnés , dans le rapport du rayon au cosinus do 
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l'angle que fait le plan du triangle avec le plan sur lequel on le 
projeté : a°. une figure plane quelconque étant projetée sur trois 
plans rectangulaires , le carré de l’aire de cette figure , est égal 
à la somme des carrés des aires de ses trois projections. 

En désignant par t, t! , t° les projections de Taire d’on 
triangle sur les plansj'j , xz, yx , et l’équation du plan étant 

Ax -f* By -[• Cz D = o , 

nous avons trouvé (probl. a 3 ) 

t=iA, fi={C. 

4 

Or T étant le triangle de l’espace , et H une perpendicu- 
laire menée de l’origine sur le plan de ce triangle , nous dé- 
montrerons ( probl . (f) ^u’on a 



D 

b' 




T, 



D ayant l’acception énoncée ( probl. a° ). Mais nous avons 
trouvé ( probl. 4° ) > 

\/ 1 -f- A* -f B % 



pour l’expression d’une perpendiculaire menée de l’origine sur un 

ji. j 5 

plan : iemplaçantdans cette expressiony/par — — , B par — — 
^ — C — C | 

et D par , pour qu’elle convienne au plan 



Ax -f- By -j - Cs -f* D — o. 



on trouve 


H= 


D 


donc 




\/A A -J- B‘ -J- O 




D 


OX T 




6 ~ 


oj /A’ + B'+Z* 
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d’où 



« 



équation 



r* = i { a* - y z?* 4. o } = p -f t" 4- t** , 

Nommant .Ç l’aire d’un autre triangle , comprise dans le plan 
de T , s , s' , s" les aires de leurs projections, on aura aussi 

S* = *» + /» + /*, 

etc. 

Puisque 

7’=iv / ^ i + *=; f-iB, t"=iC, 

on a 

T 1 T 1 

t ~ A 1' ~ • H 

\/A--t- B' -f- O V A‘ + Zi 1 + 6 » 

r 1 

? — c * 

y a- + B r + c* 

Or nous avons vu (probl. 6 °. ), que ces expressions étaient 
celles des rapports du rayon aux cosinus des angles que fait le 
plan de T avec chacun des trois plans rectangulaires de pro- 
jection , ce qui est la première partie de la proposition. 

Passons à la démonstration de la seconde partie : on peut 
mettre ces expressions 

r* = t 1 + if 1 + 1***; 5“ =.>* + s' 1 + a"* 



sous la forme . 




*+ 7 /+ 7 ,t"i 



ç» ^ I / J ■' » 

S== j i+ s s + ~s i ■ 



Mais, d’après le premier théorème, les rapports q, etc. sont 
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7 3 



égaux aux rapports — etc. -, donc 



L-L L—L l l-L 

T ~ 6* T~ S ’ T~~ S’ 



« 



et conséquemment 



T = ^ + Ç+^; 4,’où TS = st + sY -{-sS. 

Or 

(7 , + 5) I =7 14 +a5r+5 , = t*+t ,1 +t"- + 3ts+alV+2tV 
+s*+S*+s m ‘* 

et de là 



Cr+sy=(t + sy+(t' + s'y + (i'' + s*y. 

En prenant un troisième triangle R dans le plan des deux 
premiers T et S , dont les projections soient r, / , r" , onar- , 
riverait à cette propriété 



(7’+ 5+fl)* = (r + i + O 1 + {/ +s' + t'y + (r"+s"+t"y, 

démonstration de la seconde partie de l’énoncé. Il est bien en- 
tendu que les carrés des aires, sont les carrés des nombres qui 
les expriment. 

q°. Trouver l'expression de la solidité d'une pyramide trian- 
gulaire , au moyen des coordonnées des angles solides. 

Nous supposerons que le sommet de la pyramide soit à l’ori- 
gine même des coordonnées, et nous prendrons xf , y , z' ; 
x" , y" , z" ; x", y m , z m pour les coordonnées des angles so- 
lides AT , M " , M m de la base. 

D’abord si on forme ces neuf quantités 



ï = *Y-ÿz m , 

y, 



zx m — x"z m , Ç —x"y m - 


-Ak x " 


x'z a — z'x m , Ç'=/x‘ r - 


- x y 


tV-xV, t;’~x'y" - 


-y'*" 
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74 ÉQUATION 

je dis qu’en supposant entre les six quantités données, les six 
éqpations suivantes dont les trois premières expriment les car- 
rés des distances de l’origine aux trois points M' , M" M m , 

■ r ' 1 + Z* + — a, x“x m +y’y“ +z"z m = b , 

+/* + *"* = a' , x'x" + y 1 y* + z'z" = b ' , 

*•-» 4- J,-» 4- dr* — a\ afx" ~hy'y" 4 - z'z" = b“ \ 

et faisant pour abréger, * 

« = a'a‘ , — b\ C=b'b" — ab, 
ct' = aa% — b'\ C = bb“ —db', 
o- — aa! —b"\ C"~bb' —a” b", 

on aura de même * 

? + x 1 +?=*, ??+*»" + 

4'* + %' 4- mC 4-ÇÇ" = <T, 

r+»'‘+ï'’=*', e? +«»' =r : 

c’est ce dont on peut s’assurer par la substitution effective des 
valeurs, £, , etc. h, m' , etc. Ç, Ç' en a/, y, z' , etc. 

Posant encore 

A =x'(y a "-_/V)4-*" cyv-/o +*-(/*' -y *0, 

on trouverait 

*'ç+^+y»=A, dr;yx'i'+y'n'=o, zx+xr+ys^o. 

On sait que si y, g, A, sont les tTois cAtés d’un triangle 
rectiligne , 6on aire est exprimée par la formule 

E=W{*fY + ^ + *ë° h ' -P +&-*} 

Ainsi pour le triangle dont les côtés sont supposés 
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l/c" , l/c" , l/c' , on aura 

1 6£ a = 4tV — ( c' + c" — c")* : 
or en observant que les quantités 



a -f- (i — ai" , a -f- a " — > a ' "f" 

expriment les carrés des distances entre les points M , M" , 
M' , M"\ M’ , M™ j lesquelles sont aussi c", c", c , on 
aura 



4E* s= ( a' + a" — ai ) ( a + a"— ai' ) — ( a"— b — b' + b" )* 

=zaa'-j-aa"-\~aa"-aab-cia'b'-sa"b' r -^-abb'-\-Cibb -J-a^i 

— i*— et -f- -f- a" -f-sS a€ . 

Donc 

„ t/fce + a' + ^ + aÉ + aS' + aT} 

Jh ~. J - ' • 

a 

Il faut maintenant trouver la hauteur H de la pyramide , 
c’est-à-dire , la longueur d'une perpendiculaire menée de 
l’origine sur le plan des points M' , M", M“. Or l’équation d’un 
plan étant 

z — Ax + By + D, 

on a (probl. a") 

y'(z"-n-hy ,, (^-0-i-.y g (*'-0 

> (/ -/) + x a cy — / ) + *- <y -y ) ’ 

„ _ t! (x" — x*) + a" ( t* — x' ) + ** (x' — x' ) 

- x' (/ —y ) + x" Qy*— y ) + a-* c/ny ) * 

c’est-à-dire en développant les termes et introduisant les abré» 
viations ci-dessus , 

. j + g + f - 
~ ç+v-i-r' ç+i'+r 
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ensuite l’équation . 

z=Ax' + By' +D 

donnera 



et d'après les abrogations , 



Ç + s'+s" 



D = 



Ç -h 4 ' + T 



or on a trouvé ( probl. 4 ° ) 



// = 



n 



i + a* + B* 



substituant pour A , B et D leurs valeurs trouvées ci-dessus, il 
viendra 

w_ ^ 

vl(;+^-nMHÇ+c+O s +(><+»H-OT 

c’est-à-dire, en développant les ternies qui sont sous le radical, 
et faisant les substitutions en a. , et! , a." , G , C , G" , 

TT A 

“l /{* + *' + «" +2C + 2? + a r }* 

Donc enfin 



E.H 

3 : 






Ainsi l’équation du plan des trois points , trouvée (probl. 2°), 
peut être écrite ainsi : 

at.x-j- 2t ' .y -f- 2t".z -f-Z?=o. 

10. Deux droites étant données, trouver i°. les équations 
de la droite qui est en même temps perpendiculaire à l’une et 
à Vautre , et sur laquelle se mesure leur plus courte distance y 
3°, l'expression de cette plus courte distance. 
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Nous écrirons d'abord que par l’une et l’autre droite ou 
mène un plan, et que ces plans sont parallèles : soient 

x = az -f- et , y — bz G 

les équations de la première droite : elle perce le plan des xy 
en un point P , dent les coordonnées sont . 

z = o ,y—C, x— et : 

la seconde droite dont les équations sont 

x — a'z + a!, y = b'z -f- C 

perce le plan xy en un point eP 7 , dont les coordonnées sont 
z = o , = x — o!. 

Pourdife qu’un plan passe par P , on écrira 

d ’° Ù *+-*(*--) + *(y-0= o: 

ici on a divisé l’équation générale du plan par C : pour dire 
aussi qu’un plan passe par P' , on écrira 



z+A'x +B'y -j-Z?'=o ï 
a+A'et'+B'C+D’^o} 



d’où z+A'^a! — cl') +B'(y — fi') 



O. 



Mais les deux plans doivent être parallèles ; on a donc A= A' , 
B — B', et 



z + A{x— a ) + B(y — G ) — o, 
z-\- A(x — a! ) -j- B ( y — G' ) = o. 

Reste à déterminer A et B d’après la condition que chacun.de 
ces plans contienne la totalité de la droite par un point delaquelle 
il est mené : pour cela nous avons ces relations ( probl. 3° ) 

i ~t -Au-f-Bb—o, 1 -f- Au -f- BV = o. 
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d’où résultent 



EQUATION 



j “ — " 0 “ — “ 

0 ab' — a'b’ ab' — a' b‘ 

Il s’agit de trouver l’équation d'une perpendiculaire à ces 
plans parallèles , et dont les extrémités soient sur chacune des 
droites : à cet effet , noue supposerons par P et par P des 
droites perpendiculaires aux plans parallèles, puis par P et 
parla première droite, un plan qui sera perpendiculaire au plan 
parallèle, et dont la trace sur ce plan rencontrera la seconde 
droite ; par P et par la seconde droite , un plan perpendi- 
culaire au premier, et dont la trace sur ce plan, rencontrera 
la première droite. Ces deux plans ainsi déterminés se cou- 
peront suivant une droite perptndiculaire à chacun des plans 
parallèles, et conséquemment à chacune des droites données : 
elle sera donc la transversale cherchée. 

La perpendiculaire menée de P au plan de la seconde 
droite , a pour équations ( prob. 4°) 

x = Az -f- <t , y=Bz-\-C\ 

celle qui est menée de P au plan de la première droite , a 
pour équations 

x = Az x = Bz -f- C ; 

le plan mené par la première de ces perpendiculaires et la 
première droite donnée , a pour équations 

z -f - L(x — *) + M(y — C) —o. . (fl) 

L et M étant données par 

i -f- LA -f- MB — o, 1 -j- La -f- Mb = o : 

le plan mené par la seconde perpendiculaire et la seconde 
droite , a pour équations 

z + L'{x-«') + M'(y — C)x=o...(S) 
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DU PLAN. 

L et M' étant déterminées par 

i +L'A + M'D = o, i + L'd -f- M'b' = o. 

Substituait dans ces quatre équations les valeurs de A et 
B trouvées plus haut, ou obtient » 

a — a' + 4 (ai' — -a' b) „ & — b' — a(a&' — n'6) 

L ~ a(a'^a)-f é(è' — *)’ a (a' — a) + 6 ( 6' — è)’ 

, a — d + b' (ab' — a'è) i — i' — a'(aZ>' — aé) 

—a\a'—a) + b\b'—by ~ a \a' —d) +b’ (b' —b)' 

reportant ces valeurs dans les équations (R) et (5), on 
trouve celles-ci 

(x— • d) £ a — d -\-b(ab' —d b ) } C) | b — b — a ( ab‘ — db~) } 

-f-z.[«(a' — a)-\-b(b' — b) }=o , 

(x — d) | a — d -\-b'(ab' — ab) } -f- (y' — G ) { b-b' — a(ab' — db) } 
-j-z{d(a' — d)-\-b'(Jb ’ — i)}~o 

dont la seconde aurait pu se déduire de la première, en y 
changeant a , b , a. > C , en d , b' , d , C , et d , b' , en a , b. 
Des deux équations précédentes, dont le système représente 
la droite en question , on tirerait par l’élimination successive 
de. x et de y , celles des projections de la droite sur les plans 
des y z et des xz. 

Nous chercherons enfin la longueur absolue de la plus 
courte distance : si de l’origine des coordonnées , on abaisse 
une perpendiculaire sur chacun des plans parallèles, ces per- 
pendiculaires ayant meme direction , se confondront , et leur 
différence qui sera la distance des deux plans , sera égale à 
la plus courte distance des droites données. Les grandeurs de 
ces perpendiculaires seront (prob. 4°) 

p A*, -f- RC * 
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pour le plan 



ÉQUATION 



m 



A(x — <*) + U (y — €) + z — o, 

en obten ant qu’ici D = An. + BC. ; et 

p r ^ ^ 

~ y'C+A' + ir' 

pour le plan 

A(x — a ') + /?Cj — 0+8=0» 
pour lequel D' — Aa.' -f- BC . La différence 

p/ p A{*! -*,-)+ B (C'-C) 

\/i +A‘+B m 

et mettant pour A et B leurs valeurs 

( «'-«) (y_ft) - ( f.- C)( a r-a) 

V {(a' — àj*+(6' — by + (a' b — ab') }‘ 

Lorsque les droites données se rencontrent , cette distance est 
nulle , et on a 

( A '—ct)ib’-b)-(C'-G)(a'^a)= o, 

relation trouvée (a 2 ,probl. i°), et qui exprime quedeux droite* 
se coupent. 
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CHAPITRE Y. 

% 

Dû la transformation des coordonnées. 

a 5 . X L serait difficile de faire pressentir ici l’utilité des 
formules que nous allons démontrer*, nous nous bornerons 
donc à observer qu’elles servent à faire passer d’un système à 
un autre système d’axes choisis de telle manière que l'équa- 
tion de la ligne courbe qu’on considère, soit simplifiée sans 
cependant rien perdre de sa généralité; par-là sa description 
et la recherche de ses propriétés deviennent plus faciles, ainsi, 
qu'on le verra bientôt. Pour ne rien laissera desirer sur cette 
matière, nous avons joint à ces formules celles qui sont né- 
cessaires pour effectuer la transformation des coordonnées 
en trois dimensions , ou dans l’espace. 

26. Supposons qu'un point M soit rapporté par ses coordon-^‘8- 3 ** 
nées AP = x, PM— y , aux axes AX, A Y et à l'origine A , et 
qu’on veuille le rapporter à une autre origine A' , donnée de 
position par rapport à A , et à des axes A'X' , A' Y' parallèles 

aux premiers: on connait donc les coordonnées ABzrza, 

B A' =b de la nouvelle origine : si l’on désigne par a/, f 
les coordonnées AP',P'M du point M par rapport aux axes 
variés , on aura entre x , y , et x ' , y ' , les relations 

x = a + x f , y — b + /, 

qui auraient encore lien dans le cas où les axes AX, AY se- 
raient obliques , pourvu que les seconds AX ' , AY' leur fussent 
parallèles. , 

27. Proposons-nous ces questions : i°. Passer d'un système de 

jLlém. de Géométrie, Q 
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coordonnées obliques à un autre système de coordonnées obli- 
ques , en conservant l'origine. 

AX, AY sont les axes primitifs auxquels est rapporté la 
Fig. 33. point M par les coordonnées AP=x, PM— y ; AX', AY' sont 
les axes variés par rapport auxquels les coordonnées du point 
M sont AP 1 —A , P’M=y'\ l’angle entre le* axes primitifs 
est YAX— C , et les axes variés AX' , AY' font avec AX des 
angles X' AX = «, Y' AX = ai : on, a 

x = Ap 4- pP = Ap + P p' 
y = Mp’+p’P = Mp + P'p- 

Mais 



Ap — 



sin (£ — f. ) , 



Mp' — y - 



sinC 



P'p = 



sin (£ — «') 
sin C 
A sin a. 
sin ’ 



y 



les valeurs des anciennes coordonnées y , x, sont donc 

a/ sin a -I- y' sin a.' sin(C — a.‘)x' - f- sin (C — 

y ~ sin £ _ X sinC 



Si l’origine est déplacée , 

, . , , x^sina-f-x'sina.' 

(,)...y=i+ — ^ -, *=* 



sin(£ — ct)x , -f-sin(C — ''~)Y 

■| r ^ * 

sin & 



a®. Passer A un système d’axes rectangulaires à un sys- 
tème d’axes obliques. 

Les axes primitifs AX, AY étant rectangulaires, l’angle C 
entre ces axes, est de ioo°, et sin C=i:les formules précé- 
dentes deviennent donc 

(a). . a/sin*-J-y sinct'; rdzra-f-x'coset+yi'coset'. 

5°. Passer d'un système d’axes rectangulaires à un sys- 
tème d’axes rectangulaires. 
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On a donc a! — j=i oo° ; conséquemment sin a <! = cos a . , 
fco sa.' = — sin a, et les formules (a) deviennent 

(3). . ,y= 2 b-j-a/ sin a -f- y' cos a . , x—a-f-x' cosa — y sin a; 



4°. Enfin passer d’un système d’axes obliques à un _ys- 
tème d’axes rectangulaires. 

On peut au moyen des Formules (s) évaluer x' , y' enx,_y; 
on bien on peut résoudre la question directement. AP’ = x', E<g- 34* 
P' M~ÿ s^nt les coordonnées obliques du point M , AP-=x, 

PM — y en sont les coordonnées rectangulaires : l’axe AX fait 
avec-^f AX' des angles u , a. On a 



donc —■ 



MP’ ou y ; cosst “ Mp\ sin(ct' — a) 

M P = MP-Pp=y-x ^ 



y 



y cos " — x sin a. 
sin(ti' — 



et en second lieu 

AP' ou x' î sin a! ; : Ap' ; sin ( a! — ci) 

, , . .. . _ cos al 

A p — AP — pP — x — y- — >; 

' ' J sin a. 



donc 



, xsina — y cos « 

x =- — - — * 

sin(a — a) 



Ainsi on a les formules 



♦ 



^cosa— xsina , xsin"' — ycosa' 

sin ( al — a. ) * sin ( a! — ) 

n8. Passons à la transformation des coordonnées en trois di- 
mensions. 1 

AX, AY , AZ étant les trois axes rectangulaires primitifs/ 
nous conserverons l’axe AZ , et en place des axes AX , AY t 



(4) -y 
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nous prendrons d'autres axes AX' , AY' toujours rectangu-* 
Fig. 35. laires , et situés dans le plan primitif VAX, ensorte que AZ , 
que nous désignerons par AZ' , AY' , AX' formeront encore 
un système d’axes rectangulaires ; l’angle X' AX étant * , 
pour un point M de l’espace projeté en M' , les coordonnées 
primitives x et_y seront AP' , P 1 M' , et les coordonnées variées 
x' , y' seront AP , PM' , la coordonnée z restant la même : ' 
on aura donc 

x'~AP = AR—P'S — x cos + — y sin-* 
y — PM' = RP -f- SM' = x sin * -f - y cos + 
a' = z. 

Ffg. 36. Nous conserverons l’axe AX' , que nous appellerons AX’ , 
et nous supposerons que le plan X" AY' ait tourné autour de 
cet axe et au-dessous du plan horizontal , ensorte que l’axe 
^ A7. ou AZ' reste perpendiculaire au nouveau système d'axes 

AX’ , AY" , les trois axes AX" , AY" , AZ" étant toujours 
rectangulaires en A 'A est l’angle que fait AY" avec AY', cet 
angle étant aussi celui de AZ' avec AZ" , et il faut voir que toutes 
ces lignes sont dans un plan qui contient la projection M" du 
point sur le plan 7.' AY' . Les coordonnées y' , z' sont AP' , 
PM" , et les coordonnées variées^", z" sont AP, PM" ; on a 

y" = AP z= AR — P 1 S =/ COS A — z sin fl 
a* = PM" ~ SM" -J- P' R — zl cos fl -f-y sin fl 
x" = x / . 

3 ,. Enfin conservons l’axe AZ" , que nous désignerons par AZ” , 
et supposons que les axes AX" , AY" varient de position dan» 
leur plan , de manière à rester perpendiculaires l’un à l’autre, 
et qu’ils deviennent AX" , Aï ", et soit ç l’angle de AX m avec 
AX" : on aura 

x * — AP — AR — PS =x" cosç — y sin p 
y = M"P — M"S -f P' R —y" cos? + x'sin f 
z" = z". 
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Les valeurs de z" , y", x* ou des nouvelles coordonnées , 
énoncées au moyen des coordonnées primitives , seront donc 

z" = z cos I -j- x sin * sin fl +y cos + sia fl , 
y" == x (*sin 9 cos + -+- cos 9 *in * cos fl ) 

+.y( cos 9 cos * cos fl — sin p sin <• ) 

— z cos q> sin 8 . 

jf— x ( cos <p cos ir — sin p sia f- cos fl ) 

— y ( cosip cos* ■+■ sinpcosin* cos fl ) 

+ z sia 9 sia 9. 

Si Ton voulait déplacer l’origiae , il faudrait supposer 

Xj= a -j- x*, y,z=b+y m , z=c+ s*, 

♦ ; 

a , b et c étant les coordonnées de la nouvelle origine rap- 
portée à l’ancienne. 

Pour traduire les coordonnées primitives x, y, zen coor- 
données nouvelles x* , y" , z" , on pourra d’abord au mo^en 
des trois premières formules, évaluer x, y , z en x' , y' ,z' 
et , d'après les trois secondes , on. traduira x' , y' , z' en 
af , y" , z" , ce qui donnera 

x = x" cos-vj, -f*y cos fl sin 4 -f- a* sin 6 sin 4 
y = — x* sin 4 +y cos fl cos 4 + z" sia fl cos 4 v 

z = — y* sic 8 + z* cos 9 ; . 

enfin les dernières formules donneront 

x" = x* cos p -f- y" sin p 
y = — x" sin f + y cosp 
z*= z* 

et ces substitutions dans les précédentes donneront enfin x , 
y, z en x*,y , z*. On verra ( chap. XVII) l’emploi de ces 
formules. 

61 
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CHAPITRE TI. 

Equation de l’intersection de la surface conique 
par un plan. 

ag. Nous regarderons la surface conique comme engendrée 
par le mouvement d'une droite qui, dans toutes ses positions, 
est assujétie à passer par le même point de l'espace et par tous 
les points d'une circonférence dont le plan est horizontal ; l’ex- 
pression analytique de cette génération , sera l'équation dftla 
surface conique ; nous couperons ce cône par un plan et il 
s’agira de trouver l'équation de la courbe d’intersection 

Les équations des projections sur les plans xz , yz d’une 
droite assujétie à passer par un point dont les coordonnées sont 
x' ,y', z', sont les suivantes , 

(i). • -x— x'—a (z—z')-,y—y' = b (z— z! ). ..(a) 

la courbe individuelle qui dirige le mouvement de la géné- 
li^. 38. ratrice , étant un cercle dans le plan horizontal, peut être 
considérée comme l’intersection d’une sphère par ce plan , 
ensorte qu’on aura ces équations de la sphère et du plan , 

(3)...^+^+x*=r«; z = o (4) 

r désignant le rayon , x , y , z les coordonnées d’un point 
quelconque de la sphère , et lecentre.de la sphère étant la com- 
mune origine des coordonnées x ^ y , z\ x , y , z. 

L’équation (4) réduit les trois premières aux suivantes: 

x — x' = — as ' , y — y' = — bz ' , y* -|- x 1 = r*. 
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Des deux premières équations on déduit 

x î =(æ / — az')*, y* — (Y — bz'y, 

et substituant ces valeurs dans la troisième , on trouve 

SC'* — a axf z -f- a*z' 1 -f-y* — aiy ' z -f- é*z ,, = r* . . . (5) ; 

remplaçant a et b par leurs valeurs prises dans (j) et (a); 
à l’Éffet de faire rentrer dans ( 5,) qui exprime déjà la loi de 
génération de la surface conique , les coordonnées i,j/ ; z de 
tout point de cette surface , on trouve enfin 

= r>-(/’ + *'*) ( 6 ). 

Transportons maintenant l’origine des coordonnées du point 
A au point S , ou au sommet du cône , en laissant les axes qui 38 
passent par S , parallèles aux axes primitifs, et désignons par 
x" , y" , z" les points de la surface , rapportés à la nouvelle 
origine; celles de S , rapportées au centre A , étant x',y', z 
( nous avons ici inversé la figure pour plus de commodité ) : 
nous aurons entre les coordonnées d’un même point de la sur- 
face , rapporté aux deux origines S et A , dont la dernière 
est dans l’espace , ces trois relations , 

x' = x' — x •, y" —y — y ; z" = a' — z ; 

ces valeurs reportées dans (S) donnent, après les réductions, 

(x'*-f -y' 1 — r*) — ax' z'x*z" — 2 vVy*"=o. . ( 7 ) 

qu’on peut écrira ainsi , 

* 

(x^-f-y* — r a )z ï -{-z ,t (x a -}-y) — ix’tlxif— 3 yVyK=o ( 8 ) 

en prenant x , y , z en place de x* , y" , z " pour représenter 
les coordonnées générales de la surface conique , rapportées 
à l’origine S. 
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Nous supposerons maintenant le cône coupé par un plan 
perpendiculaire au plan vertical ZSX , qui est celui des xz t 
et nous chercherons l’équation de la courbe d’intersection , 
sous les différentes positions du plan sécant , cette courbe 
étant rapportée à des coordonnées prises dans ce plan. 

Soient Y" K X" ce plan coilpant, N l’origine des coordonnées 
rectangulaires x" , ÿ des points de la courbe d’intersection • 
coordonnées comptées de N sur NX" et sur une horizontale 
• 3g. menée par ce point dans le plan coupant. Désignant par ô 
l’angle du plan sécant avec le plan horizontal , et par a, y , les 
coordonnées de la nouvelle origine N rapportée à l’ancienne : 
on aura ces relations . 

x = Sp -f- = « -f-cosfl.x' = et -f- mx", 

y=y“> 

z — pN -f- PM =y +sin 6 .x* = j/-f- nx". 
Substituant ces valeurs dans (8) et posant , pour abréger, 
*'*+/*- r‘=p, 

il viendra pour équation générale de l’intersection 
z r ‘y"‘ — nny'z'x"y“ ( pn* -f- z'*m % — nmnx' z' ) x" % 

— nyy'z'y" -(- 1 ( pyn -f- «ms'* — tunx'z — ymx'z ) x" 

-f- py 1 -f- ct a z' a — a ttyx'z' =xo (g) . 

Faisons , pour abréger , 

z'*—A, — any'z' — B , pn * -f- — amnx'z' = C , 

— s yy’z’ — D , !k(pyn -J- «ms' 1 — uns! z' — ymx'z ' ) =, E 
py 1 + «*z' a — inyx’z' ~ F ; 

et de plus changeons .encore x" , y" , z" , eil je , y , z, et l'é- 
quation (g) deviendra 

Aÿ* -f- Dxy-\- Cx*“-f- Dy -f- Ex -\-F=o (ro). 

Examinons maintenant les intersections résultantes des di- 
verses positions du plan sécant. 
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Supposons d’abord le plan mené par S , et de plus l'ori- 
gine N en S : alors 

tt — o, y — o; d’où D — o , E= o, F*=o, 
et l'équation (10) se réduit à 

Ay % -f- Bxy -f- Ci r* = o , 
laquelle résolue par rapport ày», donne 

>=L — b — 5 — ‘J*- 00 - 

Qu’on ait, sous les mêmes hypothèses , 

B‘— 4 AC<o (12), 

la section est imaginaire : elle est réelle pour 
B'— 4 AC> o (i 3 ) , 

et l’équation (1 1) représente le système de deux droites qu’on 
peut construire : dans le cas de 

B' — 4 AC= o (1 4 ), 

les deux droites précédentes se réduisent à une seule. Nous 
assignerons bientôt les diverses situations du plan , correspon- 
dantes aux relations (12), (i 3 ), ( 1 4) - 

Faisons coïncider le plan coupant avec YSX, auquel cas, 

sin 8 = n = o, m = 1 , a. — o , y = 0 , 

en supposant l’origine en S : alors l’équation générale (10) se 
réduit à 

y> + x*=o; 

donc que la section se réduit à un point qui est l’origine. 

* Donnons au plan coupant une position plus générale , en 
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F'g- 4°- l’astreignant cependant à être parallèle à l'une des arêtes qui 
se trouvent dans le plan par l’axe du cône , mené parallèle- 
ment à xz , et supposons qu’il le soit à l’aréte SB : nous pour- 
rons imaginer le parallélépipède rectangle construit sur les 
coordonnées du centre A de la base, comme arêtes, et il est 
aisé de voir qu'on aura 0 — EBF\ donc 






d’où résulte 



tan g 9 = 



EF 

EB 




n 

rri' 



(tu/ — mz )* = r a n* , 



et en développant. 



— zmnaf z' -f- mV — r*n* = o ; 
et conséquemment 



B 1 — 4 AC — — 4 Z % ( — n*y'* -f- pn* -f- m’z'* — a mnaS z ) 

— — 4z'\rv‘x' i — imtzx! z'-j-raV 1 — r*n*)r= o . . ( 1 5), 

en remplaçant p par sa valeur, et tenant compte de l’équation 
de condition. 

Or l’équation (to) résolue par rapport à y , donne 

_ Bx+T) 
y a A 

— IÂ V/{( 5 ’— 2 AE)x+D*—4AF}, 



et d’après (î 5) , elle se réduit à 

y =“ “( BD-*AE)x+D'-4AF}. 

La courbe correspondante à cette équation , et qui est ca- 
ractérisée par B 1 — 4 AC=zo, se nomme parabole: elle est 
indéfinie dans un sens seulement. 

Dans le cas de et=o, y = o , on a, comme nous l’avon* 
vu plus haut, D—o, E = o, F— o, et la formule des ra- 
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y= 



Bx-4-D 
2 A ’ 



le plan sécant touche le cône suivant l'arête SB. Lorsque le 
plan est parallèle à l’autre arête SD, 



. EF 

tan S «= — = 



x> -f-r 



R 

m’ 



et on retombe sur l’équation de condition (i5) : le plan coupe 
alors, suivant une parabole, le cône inférieur opposé par le 
sommet à celui que nous avons considéré jusqu’ici. 

Supposons qu’à partir de la position paraljèlê à SB , le plan 
coupant s’incline vers le plan horizontal , de manière à ren- 
contrer les deux cônes opposés ; il résultera de cette position 
du plan, une courbe indefinie dans les deux sens, formée de 
deux branches tracées sur les deux cônes ; on la nomme hyper- 
bole ; mais alors 

tang fl = — < —7^ — , d’où (nx' — mî') ! < r*n* 

TfX JC T 

OU 

n > x' % — 2 mnx'z 1 -f- m’s' 1 — r“n* <]o , 

et de là 



— 4x *( n*x'* — amnx'z-\- mïz 1 — r*n*) = B * — JyAC^>o. . ;(i K) 



caractéristique de l’hyperbole. 

Supposons enfin que le plan coupant traverse le cône BSD, 
position qui sera donnée par l’hypothèse 



on en déduira 







— 4z.'*(n 1 x' : ‘ — amnjd s'-f/nV’ — nV)— 5’ — ^AC<Cp . . .(17) 
La section correspondante sera une courbe fermée qu’on 
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nomme ellipse ; elle pegt être un cercle , et nous recher- 
cherons la position correspondante du plan sécant : il faut 
que l'équation de l’intersection soit 

y* -f- x’ — zy'y — ajr'x +y * ■+•*'• — r* = o , 

qui, comme on le verra bientôt, appartient à un cercle : on 
a donc en même temps B —o, A— C, c’est-à-dire, ces deux 
conditions 

pn l -f- m’i' 1 — zmnx'z' = a' 1 -, nyV = o ; 
on en déduit 




et l’une des racines est tang 8 = — = o; donc la section «st cir- 

m 

culaire , lorsque le plan coupant est parallèle à la base du cône; 
• ce qu’on sait déjà. La première de ces équations admet bien 
encore la racine 



tang 



mais la seconde ne peut devenir nulle pour cette valeur de 8 ,• 
qu’autant qu’on a en même temps y = 0, auquel caslacon- 
Fig. 4i.dition B = o a toujours lieu : sous cette hypothèse, le centre 
de la base du cône est dans le plan xz qui devient le plan 
par l’axe, et il s’agit de trouver alors la situation du plan 
coupant. On a 

AB-^—r, AG = x' , SG = z' , BG=x’ — r-, 

t 

posons DBS = B , BDS — D\ les formules trigonométrique* 
connues donneront 



tang {B — D)x= 



tang B — tang Z? 

1 -f- tang B . tang ü ' 
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tangZ?=- 



SG 



ISO 



SG 

■■ tan S Z?= — = 



DG~~x'+r' 



il suit delà que 



V, 



tang(/?— D)=— 






1x' 1! 



et conséquemment 

tang 9 = — tang(2? — Z>); ✓ 

donc si l’on mène la ligne K BR de manière que l’angle SBRz=D, 
on aura 



tang B! BD ~ — tang R' B G = — tang(/î — D ) = tang fl; 

ainsi une section , suivant la droite RR' , ou suivant toute 
autre qui lui soit parallèle, par un plan perpendiculaire à BSD, 
aéra circulaire. 

Lorsque x' =0 , la seconde valeur de tang fl devient nulle; • 
les deux sections se confondent, et alors le cône est droit, 
puisqu’on a déjà supposé y'=o. 

3o. Donnons au cône une position qui rende plus facile l’exa- 
men des courbes que nous venons de découvrir : cette dispo- 
sition dont on est ‘le maître , ne diminuera en rien la géné- 
ralité des résultats. L’hypothèse y' = o dans (g), fera rentrer 
le centre A de la base dans le plan vertical ZSX qui de- 
viendra un plan par l’axe du cône , et changera l’équation (g) 
dans la suivante : 

z'*y * -f- (pn* + m 1 z ' 2 — a mnxf t')x* 

+ 2 {pyn-\- a.Tnz '* — tr.nx’z' — ymx'z')x 
-\-py> -f- <t a z' a — zzyx/z' ~o (18) 

* 

où le terme du rectangle xy ne se trouve plus , et p = x'* — r\ 

JUen nempéche de supposer x'=o , et alors l’axe du cône 

\ 



* 
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coincide avec SZ , et l’équation précédente se simplifie encore 
et devient 



z'y +( — r >n> + m. : ‘z' 1 )x* + a(—r a yn+ *mz'*)x 
-f- — r*y % = O (lq) 

Les coefiiciens A, B et C de l’équation générale (10), sont ici 



A= z '\ B=o, C = — r®/»* -f- mV 1 : 

d après ces valeurs, la caractéristique de la parabole qui était 
B* — 4 AC = o , se réduit à — et comme le coefficient^ 
ne peut être nul , il faut que 

C ~ — rVi* -f-m 1 z*— o ; 

conclusion à laquelle on peut encore parvenir, en observant 
.qu’ayant trouvé pour la parabole , 



tang .3 = 




r 



dans la position particulière que nous venons de donner à la sur- 
face conique, il en résulte 



— rti‘ + m ! s''=o. ’ 



Ainsi , pour la parabole , l’équation (19) se réduit à 

s'y -f- a( — r*yn -f- a.mz'‘)x-\-a.*z ,% — =0. . . (20) 

Pour toute abscissex, on a deux valeursdey, égales etdesignes 
contraires; d’où l’on conclut que l’axe des x divise la courbe 
en deux parties symétriques : on appelle sommet, le point d’in- 
tersection d’un tel axe avec la courbe. , 

Pour ce sommet, l’ordonnée est nulle, et l’abcisse est la va- 
Fîg. 42. leur de x correspondante à_y := o dans (ao). Cette abscisse par- 
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ticulière, que nous désignerons par X, est 

aÇctms.'* — f À yn) " 



en supposant cette valeur positive , nous laporterons de N en A, 
et au-dessus de l’axe des , et le point A sera le sommet. 

Si l’on veut transporter l’origine des coordonnéesde iVen A, 
on aura entre une abscisse primitive NP — x, la nouvelle ab- 
scisse AP—x ' , et la distance NA — X, la relation 



X= 3 / +X = x' + 



ry — tV» 
2(<cmfc'“ — r^yn) 



et substituant pour x cette valeur dans (ao), on trouvera, aprèe 
les réductions , 

a'y-f-afams'* — ynr*').if = o (ai) 

, . , ynt 1 — a.vri*z! % 

et représentant, pour abréger , — par p, 

Z* • 



Ÿ — a pJ =o, ou y'-=.apx' (22) 

en changeant x' en x\ alors le nouvel axe des y passe par le 
point A , et il est parallèle à sa position primitive. 

Si l’on suppose l’angle au centre du cône, = ioo d , ce qui Fig. 43 - 
est une particularité de plus, on a ces conséquences. 



r 



:sin e=— 7-, m=cos. 
V/2 



1 




et si l’origine N est sur un point de l’arête SD , on a de plus 
<t—y\ ensorte que p=z<tÿti, et l’équation de la parabole 
devient 

y*=z2&\/a.x . .... .(a 3 ) 

L’équation (19) représente donc les deux autres courbes déjà 
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connues sous les noms à' ellipse et d' hyperbole , lesquelles sont 
annoncées par 



ou par 



B 1 — 4 AC<o, B* — 4 AC> o; 
- 4 AC<p,- 4 AC>o, 



en tenant toujours compte de 2 ?=o; or, à cause de A positif, il 
faut qu’on ait pour l’ellipse 

C ou — r*n* -f- o , 

et pour l’hyperbole 

C ou — r 1 /!* -{- m'a'* >o : 

mais ne considérons que la première de ces deux courbes, qui 
est toute entière sur l’une des deux surfaces coniques, et que 
nous supposerons sur celle du cône qui e»t au-dessus du plan 
horizontal passant par le sommet. 

D’abord l’equation (19) indique qu’à toute abscisse x corres- 
* pondent deux orj}onnées_y égales et de signes contraires; l’axe 
JS. X est donc symétrique dans la courbe ; et on appelle encore 
sommets, les points A , A dans lesquels cet axe est rencontré 
par la courbe : le caractère de ces points est^r=o, et l’équa- 
tion (19) donne pour abscisses correspondantes 

(f*yn — erns' a ) rt (stn — ym)rz' 

' — r'/t* -j- m‘zJ* ’ 



il existe donc deux intersections : pour les construire , nous 
fig. 44 porterons de N en C , la longueur supposée positive 






NC - 

— rV'+mV»* 



puis de C en A la quantité supposée de même signe 



CA — 



-f-( <tn — ym)rz' 
-rV+m’î'f’ 



Digitized by Google 



et de Cen A ? 



SU CONE. 

_ —(*» — y rnyï' 
— r“ n % -j- m“a' a * 



97 



jle point C situé à distances égales des sommets A et A ' , est 
nommé centre de la courbe : on voit déjà que la parabole 
n’admet pas de centre. 

Pour transporter l’origine de A r en C, il faudra .écrire entre 
les abscisses AP =x , CP = x / , la relation 



x==a/ + CN * 

et remplacer x par cette valeur dans (19); mais pour abréger 
le calcul , nous poserons 



r*yn — = — r'n* m’z' 1 ~ D -, 

ensorte que le résultat de la substitution , sera le suivant 



z'y + D{ + 





lequel après avoir effectué les opérations, et changé x en x, 
devient 



— r*/t* -f- 



(ttra — ymyr'z '* 

— r , n“ + «» 3 s" — 



® (“ 4 ) 



équation qui manque du terme de x. 

Pour rapporter la courbe du centre C au sommet A consi- 
déré comme origine , nous poserons la relation 

. ÇP ■=. CA — AP , ou x = CA — x' , 

et faisant 

( an — ym ) rz' = A, — r*/i* -j- m*s'* ~D\ 
nous aurons pour résultat de ces substitutions dans (24) , 
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c’est-à-dire , après la réduction , et le changement de x! en x , 

x'y-f ( — rt'-f-mV*)! 1 — a(«tn — ynï)rz x=o (a 5 ) 



équation au sommet. 

L'équation (34) résolue par rapport à y , donne 

y=-7[/ ^ }. 



■t à cause de 



— r 1 /! 1 + o , 



, Cdm—ymYYz* . „ . 

le terme — „ ... est essentiellement positif, ensorte 

— r*n * 

que la plus grande valeur qu’on puisse attribuera x, est 



, (un — ym)rz' 

* —r*iï+m a 7 F’ 

pour toute abscisse plus grande , la courbe devient imagi- 
naire ; donc l’ellipse est toute entière comprise entre les som- 
mets A et A r . * 

Il existe dans l'ellipse deux lignes remarquables,, sa voir CA , 
c’est-à-dire la moitié de la distance entre les sommets, et 
l’ordonnée CB du centre : nous chercherons à les introduire 
dans les équations (24) et (a 5 ) en place des quantités qui 
entrent dans les coefliciens , lesquelles sont en quelque sorte 
étrangères à la courbe. Nous avons dé) à trouvé cette expression 
de CA que nous nommerons^, savoir 



CA =. A = 



( un — ym)rz' 

— r“n* + ’ ' 






l’ordonnée du centre , ou CB que nous représenterons par B , 
*st la valeur dej, correspondante à x = 0, dans (a4) ; donc 



CB — B. 



V — CiC-^-m^z* 
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De ces expressions de A et B , on déduit 



— r 1 n‘ -j- m * z * (a n — ym )V* 

z* ’ — r*n“ -j- m'a'* 

2? 3 (an — j/m )r 

? * 



ensorte que l’équation (24) , divisée par z' 1 , devient par le 
fait de ces substitutions 

/?* 

y+— x‘ = b*, d’oùy/y+5*x*=^fi* (28), 

et l’équation (25)divisée par z'*, se change dans la suivante * 



B % a R* 1 1 

= ~j x > d’où + B*x*-=.aB*Ax (29) ; 



Que, pour simplifier encore les équations (24) et (25), on 
suppose l’angle au centre du cône, = ioo d , onar = î', et 
pour résultats de cette hypothèse , après la division par z'*. 



y* -f* (m‘ — n*)x* — 
■y' -f- ( ni* — n* )x* — 



(an — ym)* _ 
m % — n 1 

2( an — ym )xf 



O 



O 



(3o) 

.(3t) 



Si de plus on fait 9 = 2co d , auquel casn = o, m = — x; 
■A — y , la première devient 

y + **— >* = O, ou y + x* — A*=o 

équation d’un cercle rapporté au centre et au rayon Enfin, 
si fl = o, y = o, l’équation (3o) donne 



)‘+i' = o, 

et l’ellipse dégénère en un point qui est le sommet du cône. 

Pour l’hyperbole, les deux branche» se trouvent sur les sur- 
faces coniques opposées. 






é 
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r t 

On portera encore le* longueurs NC, CA et CA' déduites de 
l’équation (19) exactement de la même manière que pour l’el- 
lipse , de 2Ven C , et de C en A et en A' . 
l)J ' Pour transporter l'origine de A’ en C, il faudra encore faire 
dans (19), 

NP — NC+CP , ou x — NC + x', 

substitution qui ramènera à l’équation (24) , et pour trans - , 
porter l’origine du centre au sommet A , on posera dans celle-ci 

. x— CA -f- af , 

* et on sera conduit à la transformée 

z'y -f- ( — r a /i* -f- mV 1 )j/* -f- a(*n — ym)rz'x = 0 (32) 

Mais la valeur de y correspondante à xx=o , laquelle était 
réelle dans l’ellipse , devient imaginaire pour l’hyperbole qui 
est caractérisée par 

— An* -f mV* <0 ; 

ici nous prendrons pour D , non plus l'ordonnée correspon- 
dante à x—o, comme nous l’avons fait pour l’ellipse, mai» 
seulement le facteur réel dans cette ordonnée, savoir, 

( <tn ym )r 

y/ r“n*—m*z' x 

alors on a 

B 1 — rW-f-m'a'* {un — ym)'r* 

Zi' ~~ ~ m a s' r 

B* ( <tn — ym )r 

1 — 7 ‘ 

Ces substitutions faites dans les équations (a 4) et (3a) les ré- 
duisent à 

y* — ~ x % x=. — B % , d’où A‘y % -*• B'x x = — (33) 
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B* B' 

y* — x a = + 2 — x,d’où Ay — Æ*x* = iB l Ax , 

et si l’on compte les abscisses positives x de A vers A', c’est-à- 
dire , dans le même sens que celles de l’ellipse , cette defnière 
devient, en changeant — x en -f- x, 

Ay — Æ’x* =— a B*Ax (34) 

On passera donc des équations de l’ellipse aux équations ana- 
logues de l’hyperbole, en changeant dans celles-là B en -^r — • 

Pour l'angle au centre , = îoc 1 et fl = ioo J , auquel cas 
r=z' , ir=. \ , m — o , a. — A , 



l’équation (a3) se change dans celle-ci 

y 1 — x*-f- A i =o; 

et alors l’hyperbole est dite équilatère. Pour i = o, la courbe 
dégénère , ainsi que nous l’avons déjà reconnu, en deux droites 
données par 

y* — x’ = o, d’où (y — x) {y -fr x) = o. 
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CHAPITRE VII. 

Construction et discussion de l'équation générale 
du second degré à deux indéterminées. 

* 

5i. -Nous avons reconnu indépendamment de toute parti- 
cularité dans la position du cône, que sous le caractère 

ü*-4^c< O, 

la courbe était fermée ou limitée dans tous les sens; que 
celle qui correspondait à 

E‘—4AC = o 

était indéfinie dans un sens seulement ; et qu’enfin , pour 

4AC>o, 

la section était une’ courbe illimitée ou indéfinie dans tous les 
sens. On a pu remarquer , en même temps, qu’il n’y avait lieu 
qu’à ces tr«ÿs variétés. 11 importe maintenant de construire , 
sans avoir préliminairement simplifié l’équation générale (q); 
et si d’ailleurs , pour lui donner toute la généralité possible , 
nous laissons les coefliciens des variables , absolument indéter- 
minés, nous obtiendrons toutes les lignes du second ordre. 
Cette équation peut être écrite ainsi : 

Ay' + ( Bx + D )y -f- ( Cx» + Ex + F) = o : 

résolue par rapport à y , elle donne 

(t). -y^— i/{ (D'-4AC)x'+*(iBD-iAE) x 

# +D i —4AF}. 
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ET DISCUSSION. 

Ce second membre est composé de deux parties qu’il faut 

soign^sement distinguer : l'une est rationnelle , savoir 

Bx -f~ D 1 y—# -i 

— ï et 1 autre est -f- et — V { } : occupons- 

nous d’abord de la première : pour la construire, soient les 
axes AX , A Y : si nous prenons 



AF ~ — 



D 

aA’ 



que nous qienions FG parallèle à AX, et FH faisant avec FG ig. <6. 
un angle dont la tangente soit égala à — nous aurons 
pour AP=x, 

PP' = 

2 il • 



PP représente donc la partie rationnelle de la valeur dey. 

Pour la même abscisse AP, le radical multiplié par “ , sera 

une ligne à porter de P en AF pour le signe — , c'est-à-dire 
dans le prolongement de l’ordonnée PP' supposée négative, et 
de P en M pour le signe ; ensorte que M et Al' seront 
deux points de la courbe , correspondans à l’abscisse AP',et> 
en effet, 

y=— PM=— PP+P'M, y=—PM'=z—PP—PAf. 



On répétera la même construction pour toute abscisse x. 
Cette ligne FH , qui a pour équation 



Bx-j-D 
a A 




jguit donc de la propriété de diviser en deux parties égales 
toutes les transversales MM' dans la courbe , parallèles à AY: 
c’est ce qui la fait nommer diamètre de la courbe. 

3a. La première recherche à faire est celle des points dans 
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lesquels la courbe peut coupçr ce diamètre : or ce qui carac- 
térise complètement ce» points, c'est que, pour eux^l'or- 
donnte de la courbe ne diffère pas de celle du diamètre \ 
donc leurs abscisses seront dounees par l’égalité à zéro du 
radical : ainsi on doit poser 

<iAE)x+D'— 4AF}=o, 



ou bien 

m 

Résolvant cette équation , on trouve ces deux valeurs de x. 



i(BD—zAE) , D’—4AF} 
' X+ B‘—4AC) : 



-{bd-*ae)±\/{ (Bn-iAEy-{ir-4AC){p i -4AF}..($) 
^ D-—4AC 

I^a condition de réalité de ces deux racines que nous désigne- 
rons par a/, x", est donc 



{BD— zAEf— (fl*— 4AC)(D’— 4AF) >o, (4) 

ou bien, en effectuant les opérations, 

4A{AE>+CD*+FB*—BDE—4AÇF) > o (5) 



ni . . . BD — 2 AE 

Pour les construire, on portera la valeur linéaire — — 

de A en C, si elle est positive, et à gauche de A , si elle est 

Ü_J 



négative ; puis à partir de C , on prendra CB' = -f- 



et CB 



= _vl_ 1 



B*—4AC’ 



Cette marche est exactement la même 



fl*— 4AC 

que celle que nous avons suivie dans la construction des valeur» 
de y, et il importe de la bien retenir. Les points de la courbe , 
correspondans à ces. abscisses x’ = AB, x" = AB ' , sont sur 
le diamètre en a et a ' , et ils ont pour ordonnées 



Br'+D Bx" + D 

J a A * y a A 
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Oii observera qu’à cause de CD' = CB , on a C'a' — C'a ; 
ce qui a fait donner à ce point C la dénomination déjà connue 
de centre de la courbe : si l’on désigne par X et Y ses coor- 
données qu’on sait être 



BX + D v _ BD — o. A E 

a A ’ 4AC » 

on trouvera 



(G). . . 



a CD—BE *AE — BD 
B* — /y AC ’ ' — B‘—4AC ' 




On conclut de ces expressions quç la parabole ne comporte 
pas de centre. 

Sous la relation 



. ( BD — uAE) t — (B' — 4AC)('D , —4AF)<o , 

ou 

4A(AE t + CD t + FB'—BDE — 4ACF)<o. .... ( 8 ), 

les racines af , x" sont imaginaires ; ensorte qu’il n’y a pas lieu 
à intersection de la courbe avec le diamètre FJl\ ce qui ne 
sufiit cependant pas pour allirmer que la courbe soit ima- 
ginaire , puisqu’elle peut être située au-dessus ou au-dessous 
de ce diamètre. Four 



4A(AE* + CD * + F B * — DDE — 4 A CF) = 0 ( 9 ), 

les intersections a et a ' se réunissent au centre C , puisque 
les abscisses AB, AB' deviennent AC. 

53. Voyons ce que donnerait l’équation générale résolue par 
rapport à x : on trouve 

Bv+E 

X ~ /-■ ' 

2 C 

* TC V{(.B'-ïAQy'+*(.BE-aCD)y+E'-'4ÇF} ( 10 ) 
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On construirait d’abord sur AY , comme axe des abscisses, la 
ligne droite F H' représentée par l'équation 



By + E 
— a C ' 



00 



et les abscisses y , y" des intersections ce, a! de la courbe 
avec F H' qui est un autre diamètre , seraient données par 
l’égalité à zéro du polynôme qui est sous le radical dans (xo), 
c'est-à-dire qu'elles seraient les racines de 



(5>-4^C)£y’4 



a (RE— CD) , 

-Zr »- 4 Tc y + 



e* _ 4 cf\ _ 

B* — 4ACJ °* 



or ces racines sont réelles dans le cas de 



4 C(AE x +CD' + FB’—BDE— 4 ACF)>o. . . .(12) 
égales, si 

4 C(AE'+CD> + FB'—BDE— 4 ACF) = o. . . .(i 3 ) 
et imaginaires, si 

4 C(AE* -f- CjD* -f FB' — BDE — 4 ^CF) <0. . . .(14). 

Des conditions ( 5 ), (8), (12), (i 4 ) > nous conclurons que 
la courbe peut , au défaut d'intersections avec le diamètre FH, 
en avoir avec le diamètre FH' \ et il est facile de reconnaître 
que ces deux diamètres se coupent au centre C ; car si , pour 
trouver leur intersection , on suppose mêmes coordonnées dans 
les équations (2) et (11), on trouvera 

BD — nAE 

X ~ 'j^—AAC* 

* 

valeur donnée par (7) , et qui est celle de l’abscisse du centre- 



K 
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54- Lorsque la courbe coupe les deux diamètres , on a donc 
quatre de ses points, et on peut, dans plusieurs cas, en obtenir 
un plus grand nombre : si, par exemple, on veut trouver ceux 
dans lesquels elle coupe l’axe de x , il faut faireyr=o dan* 
l'equation générale, hypothèse qui la réduit à 

Cx 1 -j- Ex -f- F =o; 
d’où résultent ces deux abscisses 



— E± y/£‘ — 4CF 



sC 



(.5) 



elles seront réellesinégales, égales, ou imaginaires, suivant qu’on 
aura 0 

4<?F> o, =o, <6-, 

dans le second cas, les deux intersections se rédujfontà une 
seule , ensorte qne l'axe des x n’aura qu’un point commun avec 
la courbe, il sera tangent. 

De même , en faisant x — o , l’équation générale deviendra 



Ay x *-j- Dy -f. F— o; 

et les abscisses des intersections avec l’axe des_y , seront 
■ __ — D±l/Ô‘- 4AF 



a A 



.(.G) 



elles seront aussi réelles inégales, égales, ou imaginaires, suivant 
qu'on aura l’une ou l’autre de ces relations 

D x — 4AF^>o ,= o, <o. 

Pour le radical nul, la courbe ne f;ra que toucher l'axe desy. 

35. Nous pouvons maintenant démontrer que les lignes repré- 
sentées par l’équation générale, comportent une inimité de dia- 
mètres qui tous sfe coupent au centre. 
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rij. 47. Si l’on désigne par n et m le sinus et le cosinus de l’angle que 
fait le nouvel axe desj’ ou l’axe AY' avec l’axe primitif des x, 
et par x' , y\ les coordonnées obliques AP' , P" M auxquelle» 
on rapporte la courbe , on aura ces relations 

x = A — ny',y= my', 
et cette transformée 



(y/m 1 — Bmn + Cn*)y'* -f- {Jim — 2 Ct\)Ay -f- CA* 
+(Dm — En)y' -f EA + F — o. 

L’équation de tout diamètre rapporté aux axes obliques AX, 
AY', sera donc 

, (B& — nCn) A - 4 - Dm — En 

^ . s {Arri* — Bmn -f- C«“) 



Pour repasser à des coordonnées rectangulaires AP fPM 1 1 o» 
emploiera ces relations 



'_>L 



A=x+-2-, 

m m 



substituant ces valeurs dans l’équation précédente , et faisant le* 
réductions, on obtiendra celle-ci 

(2 Am — Bn)y {Bm — 2 Cn)x-Jf-Dm — En= o. . .(17). 

Mais le diamètre donné par l’équation générale résolue par 
rapport à y , est 

aAy-\-Bx-j-D=o, (18) 

et il s’agit de trouver les coordonnées de l’intersection des 
droites (17) et (18) : multipliant à cet effet la seconde équa- 
tion par m et retranchait le produit de la première, on 
trouvera 

/ Brty-\~ uCnx En—o, ou By -f- aCx +£=o; 
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Bx-\-D ; a Cx-^-E • 

2 A ~ B * 

d’où l’on déduit ces valeurs des coordonnées d’intersection 

_a AE—BD zCD — BE 

X ~~ B' — ^AC' y ~ B‘ — 4AC ' * 

qu’on sait être celles des coordonnées du centre; et comme ces 
résultats sont indépendans des quantités m et n relatives à l’obli- 
quité des axes, on en conclut que tous les diamètres se coupent 
au centre. 

36. Ce que nous venons de dire s’étend à toutes les lignes du 
second degré, puisque nous n'avons pas eu égard au signe de 
la caractéristique B* — /[AC , qui va maintenant entrer en 
considération. 

■ 

Courbes limitées dans tous les sens. 

1 

Caractère B 1 — /[IvC < o. 

3 q. La formule générale des valeurs de l’ordonnée^, peut 
être énoncée de cette manière : 

y=- ± ~ y/(ir-4AQ (*-*0 (*-*") , 

•n observant qu’on a dénoté par A et x" les racines de » 

. . s(BD — aAE) , D‘— 4AF 
^ £‘—4AC ^ B* — 4AC 

■# 

lesquelles peuvent être réelles inégales, réelles et égales, ou 
imaginaires. 

Supposons d’abord ces racines réelles inégales : lorsque la 
la valeur attribuée à x, qui est l’abscisse variable, sera 
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x' = AB et <( x" — AB’ , les facteurs x — A , x — x‘ 
Fig. 4G. qui , pour x — AP , représenteront AP — AB , AP — AB' , 
prendront des signes contraires, leur produit sera négatif; la 
quantité sous le radical sera positive , et conséquemment la 
double valeur de y sera réelle. 

Pour xx=x' — AB , et x=x •" ■=. AB' , le radical s’ éva- 
nouit , et les ordonnées correspondantes sont celles des inter- 
sections a et a' de l’ellipse avec le diamètre FH. 

Lorsqu’on prend l’abscisse x )> Ali’ et , à plus forte raison , 
> Ali , le radical et les valeurs de_y deviennent imaginaires : 
il en est de même si on fait x <[ AB , et conséquemment 
< AB'. 

La courbe est donc toute entière entre les deux limites B A, 
B' A , parallèles à l’axe AY , limites dont on peut toujours 
assigner la position. 

Mais lorsque les racines 3/ , x" sont réelles, les racines y' , 
y" le sont aussi, puisque le caractère B‘ — ^AC < o, suppo- 
sant essentiellement les coefiiciens A et C de même signe , les 
conditions de réalité ( 5 ) et (ta) ont lieu en même temps ; ces 
deux abcisses_y'jy' sont deux autres limites de la courbe pa- 
rallèles aux x : cette courbe est donc fermée. 



Ce qu’il est bien essentiel d’observer, c’est que toqtes les 
conclusions que nous fournira cette discussion , sont immédia- 
tement déduites de l’équation générale considérée isolément , 
et non plus comme représentant l’intersection d'une surface 
conique par un plan; ensorte que comme, sous ce point de 
vue, il y a lieu à distinguer les trois cas B 1 — ^AC < o, =0, 
)> o , parce que cette quantité est le facteur de x* sous le ra- 
dical , on peut supposer qu’on ait eu pour objet de construire 
cette équation et d’énumérer les courbes qu’elle représente. 

Passons au cas des racines réelles et égales ; lh formule gé- 
nérale ci-dessus devient 



y 



Bx -f - D ,x — x r 
^ a A ~ 



v/> — yiC. 
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Pour x > ou < x' , les deux racines y sont imaginaires ; 
pour x — x', elles se réduisent à une seule qui est 


• 


Bx r -f- D 

y- * 


\ 


ordonnée du centre C dans lequel toute l’ellipse est alors 
concentrée ; et, en effet, dans ce cas l’abscisse x' a pour valeur 


x 


_/ _l*ae — bd _• ^ 

B* — 4A C AL - 




Supposons enfin les deux racines x' , j? imaginaires : le pro- 
duit (x — x^)(x — x") est donc un polynôme qui ne peut 
changer de signe , quelque valeur qu’on donne à x (Alg. 
ch. a8, pag. 438); conséquemment il doit conserver celui de 
x* , et le produit de ce polynôme par B ' — 4 AC, doit être cons- 
tamment négatif; donc les valeurs de y sont indéfiniment 
imaginaires, et comme les racines ÿ , y" sont imaginaires en 
même temps que x’ , x" (8 et i4) , la courbe , sous la relation 


« 


4A ( AE 1 -f- CD a + FB * — BDE — 4ACF ) < o , 




n’a pas d’intersections avec les diamètres FH et F H' ; et réci- 
proquement, par cela seul que l’ellipse ne coupe pas l’un de 
ces deux diamètres , elle est nécessairement imaginaire , ce 
qu’on ne peut pas dire de l’hyperbole, comme on le verra 
plus loin. 

38. Il résulte du caractère de l’ellipse B 1 — 4AC< o, i°. que 
les coefficiens A et C ont essentiellement le mêqje signe, quel 
que soit le nombre B ; a 0 , qu'aucun de ces coefliciens ne peut 
être nul. Lorsque B = o , les diamètres FH et F’ H' de- 
viennent parallèles aux axes AX , AV-, si, de plus, A = C, 
l’équation générale devient 


« 

t 


•é 


i * 


• * t 


Digitized by Google 




qu’on peut mettre sous la forme 



fr+ây+C'+S)- 5 ^?^* 

les expressions des coordonnées du centre se réduisent à 
0 

J9 

a A 



y — 3- Ac, x— -.AC', 



et comme, sous ces hypothèses, le radical qui exprime CB, 
ou CB' devient le même que celui qui donne Cb ou Ctf , on 
/,S. a au = tut , propriété qui rapproche cette courbe du cercle ; 
et, en effet, si on transporte l’origine de A en C par les sub- 
stitutions 



y 





on aura pour transformée 



R' désignant 



y»+a/* = /l*, 

/ 

D' + E 2 — 4AF 



4^ 



C'est l’équation d’un cercle , 



l’origine des coordonnées étant prise au centre. 



3q. Dans l’ellipse, les diamètres FU, F 1 H’ he peuvent être 
rectangulaires qu’autant que B est nul ; autrement , on serait 
conduit à la relation A — — C , laquelle est incompatible avec 
le caractère B 2 — A^AC < o. 



40. Les dégénérations de l'ellipse sont donc le point isolé, la 
courbe imaginaire, etle cercle qui offre ces deux circonstances. 

4 1 . Pour éclaircir ce qui précède par un exemple, proposons- 
nous de construire la courbe de l’equation 



(x — yy + oCx + jy — a, 
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«ctte équation revient à 

y + *y + x » = 2; 

et on en déduit 

x \/ — 3-r 1 4- a 

y — ±i I ; 

J a a 



comme le coefficient de x 1 est négatif, la courbe est una » 
ellipse ; elle ne peut être un cercle , parce que le terme du rec- 
tangle existe. Le diamètre FU est donné par 



y 




Fig- te 



il passe par l’origine A ; et on en trouve un second point en 
prenant au-dessous de l'axe des x , une ordonnée quelconque 
moitié de l'abscisse : les abscisses des intersections de la courba 
avec ce diamètre , soat les racines de la. quantité sous le ra- 
dical, égalée à zéro, savoir de 

— 3x* + a=o, d’où x — ± 




on les portera de A ta B et en B' , AB étant =r AB*. Pour 
, les ordonnées y sont imaginaires ; les limites de 
la courbe , parallèles aux y , sont donc Ba , B' a'. On aurait 

x*=- y -±L ^ ~ 5y> + ° 



et pour équation du second diamètre F“H r , 




donc l’origine est le centre de la courbe : ses intersection 
avec F'W , ont pour abscisses les racines de 



— Zf + a= o , d’où y = ±. \ 5 

ÉUmens de Géométrie. 



8 * 
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ayant donc pris Ab = Ab' = AD ^ et élevé les perpendicu- 
laires ba . , b'a! , on aura les intersections a, et' qui seront deux 
nouveaux points de la courbe , et les limites ba , b'a! seront 
parallèles aux x. Cherchons les intersections de la courbe 
avec l’axe des y , lesquelles sont caractérisées parx =o, et 
ont pour ordonnées 




ayant donc pris AR — AR' = - , on aura en R et R' deux 

nouveaux points : à y == o correspondent ces deux racines 







qu’on portera de A en r et ri. Nous avons donc , en totalité, 
six points de la courbe, et il serait facile d’en déterminer beau- 
coup d’autres, et même de les multiplier à tel point que le trait 
qui les joindrait, lareprésentât avec une exactitude suffisante; 
mais elle sera toujours plus facile à décrire , lorsqu’on con- 
naîtra ses axes principaux, comme nous le verrons plus loin. 

Supposons que l’équation manque de terme tout connu , ou 
plutôt^* que a diminue jusqu’à devenir zéro ; la formule des 
racines qui se change dans celle-ci 




annonce que , pour toute valeur de x , autre que o; les ordon- 
nées sont imaginaires ; pour x :.= Cf, on a o ; la courbe 
est donc réduite à son centre; conclusion qu'il était facile de 
prévoir. 



Si le terme tout connu était = ■ 



a 

7 



les orddnnées 



y 



x — 3x* — a 
a a 
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»eraient indéfiniment imaginaires , et la courbe n’existerait pas. 

Supposons enfin que le terme du rectangle manque dans 
l'équation proposée , ce qui revien. au cas de -W = o, alors 

J a a 

les deux diamètres sont les axes coordonnés eux-mêmes ; les 
intersections a et a' tombent en R et R ' , et a , a.' en r et / , 
et on sait d’ailleurs que la courbe est un cercle ; car , outre 
B = o , on a A—C. 

4a. Les élèves feront bien de s’exercer stfr un grand nombre 
d'équations, en appliquant immédiatement à chacune d'elles, 
les raisonnemens faits sur l'équation générale , et sans recourir 
à la comparaison : de cette manière ils se familiariseront avec 
la marche de la discussion , qui sera la seule chose à retenir. 



Courbes limitées dans un sens , et indéfinies 
dans Vautre . 



• ' • 

Caractère B* — 4AC = o. 

43. La formule générale des valeurs de y t devient donc 

• 

le diamètre F/J de cette courbe sera toujours donné par la par- 
tie rationnelle de cette formule, c’est-à-dire, par l'équation 



Y-- 



Bx + D 
a A 



00 , 



et il divisera également lesdoubles^ransversales de la courbe, 
parallèles à l’axe des y , puisque chaque ordonnée^ —.PP'j 






Fig. 50. 
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doit être- augmentée et diminuée également pour en revenir 

aux points Ji', M , de la courbe. 

Pour obtenir les abscisses d’intersection de cette courbe 
avec le diamètre (a) , si cependant elles sont multiples, il fau- 
dra écrire l’ordonnée du diamètre, égale à «elle delà courbe , 
ou poser 

*(BD-*AK)x+D'-4AF=o, d*odx=--|^^^ ... (3); 

l'intersection a est donc unique. La formule ( 1 ) devient, en y 
introduisant cette abscisse x ' , 

y — — =t ( BD ~ * AE) (X - X 'U ”«>• 



Supposons positifs l’abscisse x' = AB, ainsique le coefficient 
2 (HD — 2y4É) : pour toute abscisse x~^>x ' , le facteur 
x — x' sera positif, et les ordonnées y seront réelles; mais 
pour x <^x' , elles deviendront imaginaires, ainsi qne pour 
x— — ,r : la courbe s’étendra donc inGniment à droite de 
l’intersection a, ou de la limite BaB’ % . Pour l’abscisse x’ tou- 
jours positive, si le coefficient a ( Bt ) — a AE) est négatif, 
la courbe sera située à gauche de la limite B B' . L’élève recon- 
naîtra sans peine la position correspondante à l’abscisse x' 
négative, le coefficient a {BD — a AE) étant positif ou négatif. 

Qu’on résolve l’équation par rapport à x , et on aura 

» ’ * . * '* ' • • 

* = - ± ~(j V{<BE-*CD)y +&-4CF}. v (S). 



et pour le diamètre F' H' 



Sy + JE , ps ~ 

x = — m sr (6); 



celui-ci divise en deux parties égales les doubles transyersa- 
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les parallèles à l'axe des x : mais on déduit de (6) , 

s CX E 

y — b £••••• ( 7 ) ; 

or le caractère de b parabole donne cette relation , . 

flC B 
B ~~ 2 A ’ 

qui , portée dans ( 7 ) -, transforme cette équation dans la sui- 
vante, « 

BX E ra\ . 

c8): 



Les diamètres FH , F' H' sont donc parallèles , puisqu’il» 
font le même angle avec l’axe des abscisses : ce parallélisme 
s’explique Facilement; en effet, nous avons démontré, sans 
particulariser J’espèce de courbe , que les deux diamètres se 
coupaient au centre, et pour l'abscisse de ce point, nous 
avons trouvé • 

BD — a AE 

> , X ~ B 1 —4AC ‘ ... 

Mais pour la parabole, cette expression devenant infinie, Ief 
diamètres ne se rencontrent plus, ils sont donc parallèles. 

44. La courbe a donc deux limites B B ' t bb' , la première pa- 
rallèle aux y , la seconde parallèle aux x, et deux diamètres 
donnés par les parties rationnelles des racines y et x. Mais 
si B étant nul , on a de plus A= o, hypothèses sous lesquelles 
la parabole a lieu", puisqu’on a toujours B * — 44C = o , il 
n’existe. plus que le diamètre F'H' , lequel devient parallèle à 
l’axe des y : on conçdit en effet que l’autre ne peut satisfaite 
à la condition de lui être parallèle, et de couper également 
les doubles transversales parallèles aux y : d’ailleurs son équa- 
tion devenant y — — on est averti par-là que ce diamètre 
est impossible. 
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Mais sans que la relation B‘ — -^AC^o soit altérée, il 
peut arriver qu’on ait 

> BD~~aAE = ol 

auquel cas la formule (1) se réduit à 

v = _f r + —±~\rD'-4'ÂF ( 9 ); 

J a A 2A 

mais de la caractéristique de la courbe et tie l’hypothèse qua 
nous avoas faite , on déduit 

£ — ?-,d’où BE — aCZ? = o, v- 
D E ’ 

et conséquemment l’équation ( 5 ) se réduit à 

_ __ £L ±-€ ± JL \ZW^cf. . .(i °) , 

x — stC 2 C 

qu’on démontrera facilement être la même qne(q), ensorte 
que les formules (q) et (10) s’accordent à donner deux droites 
qui seront réelles et distinctes , imaginaires, ou qui se réduiront 
.àune seule, suivant qu’on aura l’une ou l’autre de ces trois 

relations , 

D* — 4AF> o , = o ,< o : 

. 5l sons la première , les deux droites RI*, R! L' sont parallèles „ 
8 et elles ont pour diamètre la droite FH donnée par 

' v- Bx + D • 

r — zr~* 

• r . • 

qui leur est parallèle, et qui coupe toute» les transversales 
MM' en deux parties égales. On peut concevoir cette dégé- 
nération de la parabole en deux droites , en supposant que 
l’abscisse x' = AB de l’intersection de la courbe avec le dia- 
mètre , donnée par (a), ait. augmenté parles diminution» 
successives du dénominateur a ( BE — 2 AE ) jusqu ■ • • 
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n(BD — aAE) “ o ; alors les deux portions ma, m'a de la 
branche parabolique, vont se raccorder en des points a de 
plus en plus éloignés , et enfin elles ne se remontrent plus , et 
se changent dans un système de droites paranèles. 

Sous la seconde relation , l'ordonnée se réduit à 




y — 



Bx -f- D 
' a A * 




et les deux droites n’en font plus qu'une, qui est le diamètre 
F H de la courbe, ou des deux droites précédentes. Alors 
l’abscissê de Tintersection^evient v - 1 

: - f D* -r 4AF o 

X “ a {BD — aAE) ô* 

■valeur indéterminée qui signifie que tous. les point* du dia- 
mètre sont autant d’intersections ; d'où résulte que la courba 
s’étend sur son diamètre. 

Enfin sous la troisième, les valeurs de y et les droites sont 
imaginaires : tel est le dernier terme de l'existence de cette 
courbe. ...... «, , . . ., 

Les dégénérations de la parabole sont donc deux droites pa- 
rallèles , .la droite unique qui était son diamètre , et la courbe 
imaginaire. . ■ , 

45. Construisons la courbe de l’équation 



.y — 9jy+’**-r,*=fsi 

sa résolution par rapport à y donne 

< r . » ' 

y—x±. V5*+ O- 

■ ■ •> -■ t - - 1 ^ ■ 

Aux abscisses x positives , correspondent indéfiniment des or— 
* données réelles ; pour toute abscisse négative et moindre que 
l’unité , On a encore des points de la courbe; pour x = — 1 , 
l’ordonnée est nulle , et pour des abscisses négativement plus 
grandes que — 1 , elle est et reste indéfiniment imaginaire •, la 
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cdutiie est donc indelinie dans un sens , et illimitée dans l'-flutre 5 
f ig. 'si. c’est une parabole, et, en effet , la condition B 1 — 4 AC = o 
est satisfaite. L’n^des diamètres FHàe cette courbe est 




il passe par l’origine A , et fait avec l'axe des x un angle de 
5 ^ : l'abscisse de l'intçrsection de la courbe avec FH , est 
donnée par 

'x + î ï== o , d’où x — — 1 =3 AB. 

L’équation étant résolue par râpait à x, on trouve 

*=y+i±v'{.y + î} : 

1 — - — • 

le diamètre F' IJ' est dbnc 



**• * • • .7, .. . . ■ . ) ■ » . > a » 

et ses intersections avec les axes des x et des_y , sont données 

•par „ . .. ■ 



1 

1 ti 



X = i = Ai , y = — i =5 Al' , 

et celle de ce diamètre avec la courbe , par 

. y + i = 0, dou y = — 1 = — 1 — i = Ab. 

- t — - * . ... “ ■* Î* ' ’ ' .*.■% 

A l’bypotbèse x = o , correspondent ’ 1 

y=i‘=AR, y=±.\~AB r , 

* i y « — — ■ • 

et pour^ =o, oii obTTent 

, ./s'* 1 * VSSf«^ * ' 

?■, i:-v 

î -f {/$ . , ^ . , 

or est -é> ’ et < s, et — cst^ — 1 et> — 1 ; 

f ■ ••••!,. ■ Je i>. -•'l'v'.'t ■ '■ <* 

ces deux valeurs de x spot, la,première, At , et la seconde „ 

. ■ • t. 

r ■ » • - I, „vi. ie , ‘ . . b- lu» il» • 

Si l'on supprime le terme »— .jr dans la proposée, «lia 
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devient , j ". .. - 

y'— 2 jy + x* = i, 

et on en déduit ces deux formules “ • 

, „• . • . v 4... • i: T. . . 7 -'■■■■ - ■ 

y = x'±? 1. x — y ± î . . 

- J .i \ , J ; v r ît ' • 

qui se réduisent i •<- • . '* - ; ’ 

- . y xxx ± i» 

équation de deux droites parallèles entre elles , et ayàrit pour' 
diamètre FH qui leur est paraUèler- Que dans cette dernière, 
on anéantisse le terme connu, ou l’unité,, l’équation résul- 
tante ’ 1 '' 1 

y % — a xy -f- x“ = o 
donnera '■ ” ' ~ ‘ <• 

„ y = 

:’est-i-dire ; le fui diamètre >PM‘. Que dans la même équa- 
ion, on change + i en — i , et les deux droites 

y = x±: \/ — i 

seront imaginaires. 

Prenons pour dernier exemple l'équation 
x* -f -y — x=o: 

résolue par rapport à x, elle donne 



c 

tion 



t - 



v— g: • ; "- 



et comme les valeurs de x ne peuvent être re elles qù*autant 

q« e A -- V. -. ■; : -, -, / 

ym ™ ■. * ' 

on conclura que la courbe est imaginaire au ~de]à de. . -v, 
y = + j ; conséquemment elle est une parabole ; son dia- 
mètre a pour équation , N 

> I ' ‘ . * * . . 



X = 



v - * 

L 
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CONSTRUCTION 
et l’abscisse de l’intersection a de la courbe avec ce diamètre,* 
•st 




Fig- 53. Pour avoir l’autre diamètre , il faut résoudre l’équation par 
rapport à y ; mais comme cette variable ne s'y trouve qu'au 
premier degré , ce diamètre est impossible (44)- 

Les intersections de la courbe avec l’axe des y', résultent de 
x = o , hypothèse pour laquelle on a t 

y = o, 

* . J * . 

ensorte que la courbe passe par l’origine A ; pour y = o , on 

trouve - 

xzxo , x — î = A R. ' } 

/fi. Ces deux exemples serviront en même temps à éclairer la 
théorie, et à guider les élèves dans la disciApn relative à la 
parabole. i ■■ 3. : • ■ t 



y^- 



Courbes indéfinies dans tous les sens. 

Caractère B* — ^kC > o. 

- i- 

47 . Reprenons toujours la formule générale des racines 
Bx+D^ x . ABD-*AE)_ , D'-/AF) 









et continuons à désigner par oé , x ’ , celles du trindme 
BD—zAE , D* — /AP 

X* ~f" ® ... j j r> X 1“ o» / AT' s® î 



B* — i^AC 'B* — 4 AC ' 



on aura donc 

> = 



^Êr v{( bi -4 ac k x - **)} • • co 



/ 
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Si l’on suppose que les racines x # et x " qui, -comme on le 
sait, sont celles des intersections de la courbe avec le diamètre 

V' ® 

- 5T"» 



soient réelles et inégales, et de plus que x* soit plus grande que 
a? , pour x >x^ , et conséquemment >x' , les deux racines 
y seront toujours réelles, à cause de B % — elles se- 

ront encore telles pour r<x’ , et à fortiori <x* : mais pour 
toute abscisse , x ]> x' et " x* , les racines y seront imagi- 
naires : l’hyperbole n’aura donc aucun point entre les /imites Fig. fô 
Jia , B' a' , et de ses deux branches, Vune sera tout entière au-de- 
là de B' a ' , et l’autre en-deçà de B a. 

Venons au cas où les deux racines x' , x* toujours réelles, 

•ont égales entre elles : la fbrfcule précédente devient alors 



^= — 



Bx -f- D , x — x' 



a A 



a A 



V'C B'-4AC), 



équation de deux 'droites réelles , et qui ne sont plus parai- • 
lèles , ainsi qu’il arrive dans la parabole , parce que le coeffi- 
cient de x change en passant d'une droite à l’autre. 

Supposons enfin les deux racines x' , x" imaginaires; alors ; 
la courbe ne peut couper le diamètre FH\ cependant comme 
le polynôme facteur de B» — 4^^i 80118 1® radical, dans la 
valeur de y , ne peut changer de signe, -et qu’il prend celui 
de B 1 — 4 AC, 1« radical est réel pour toutes les abscisses x: 
l'hyperbole existe donc. • . 

48. Nous avons reconnu , par rapport à l’ellipse , que les ra- 
cines y ,y devenaient imaginaires en même temps que les ra- 
cines x', x”; la même chose n’a pas nécessairement lieu 
dans l’hyperbole, et, pour s’en convaincre, qu’on se reporte 
à ces expressions 



4 /f ( AE i -h CD» 4 - F B' — B DE — 4 AC F) 
4 Ç ( AE * 4 - CD » -f FB> — BDE — 4 ACF) , 
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dont le signe détermine ( 3a et 33 ) la réalité et l’imaginarité 
des racines x , x ’ ; y , y" ; on verra que , lorsque les coeffi- 
ciens A et C ont même signe , ces racines sont réelles ou imagi- 
naires en même temps, et qile , lorsqu’ils ont des signes con- 
traires, les deux dernières Sont réelles, si les deux premières sont 
imaginaires , et réciproquement , parce qu'alors les relations 
o, o ont lieu en sens contraire. Ainsi l’hyperbole , peut, 
au défaut d’intersections avec le diamètre FH, ' en avoir avec 
le diamètre F' JF ; elle peut aussi ne les couper ni l’nn ni l'autre, 
>t cependant exister. 

Le caractère hyperbolique a lieu pour A=o, pour Crx o, 
pour A = C ~ o ; il a encore lieu , si B étant nul , les coef- 
liciens A et C sont de signes diflerens : on peut d’ailleurs faire 
telles hypothèses qu’on voudra sur D , E et F. 

'Supposons d'abord B — o ;«ies deux diamètres FH , l<"H r , 
deviennent respectivement parallèles aux axes; ils sont donc 
rectangulaires ; si de plus A = — • C , l’équation générale 
devient ‘ t 

A y 1 — Ax% + Dy + Ex+F = o, 
ou, divisant par A, 

, v ^- aJ, +2J ,+ i* + 2 = l 

les coordonnées du centre sbnt 



: o: 



D 



JL 

u. A' 



et l’équation de la courbe peut être écrite ainsi , 



/ , D V / Ey D*— J5* — /LA F 

•' :■ V + n) - (. x - üâ) = —JJ- 

Pour la rapporter au centre , il faudra établir ces relations , 

. D . E 

y=y x = x + 



a A’ 
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et on aura la transformée * 

ir-V-jAF 

y x — 

Cette hyperbole se nomme êquilatère ; elle est à l’hyperbole 
en général , ce que le cercle est l’ellipse (38} ; ses deux dia- 
mètres FH , F' H' sont rectangulaires. Si D — E — F — o , 
l’hyperbole êquilatère se Change dans les deux droites 

y* — x'* = o , d’où y' =± a/. 

Nous avons trouvé 



y — 



Rx -f- T) 

zr~‘ 



x = - 



Ry_±E 



• • 

pour les équations des deux diamètres FH , F'H' ; les tan- 
gentes des angles qu’ils font avec l’axe des abscisses sont donc 

^ , ensorte que la relation 

, , a CB C 

ûû+1=0) ou _ = _ i = _ 

• • . " » f t • 

ne peut avoir lieu qu’autant qu'on a 
C — — A, 

quelle que éoit d’ailleurs la valeur de B. 

• - Des Asymptotes. 

• r ' , 

5o. Reprenons la jbrmule générale des racines 



• . ' y- 

t 

en faisant 



Bx + D 
nA 



~~*Â^ ajd ‘ + iX . **" C ^ ** 



B' — 4AC = a, n(£D— 2 AÇ)=zb, D*—4AF=c: 
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on pourra l'écrire ainsi qu'il suit», 

Bx -f- D , x / .b 



a A 






b ' c 

Si l’on reearde la somme des deux termes — | — - comme un 

X Xr 

seul terme , on aura à faire la puissance i du binôme 

“ -** (je p) * Ia< ï uelle sera 



a* -f 



i+± 

x x* 



(X+3 : 



la 



8a* 



f- etc. 



ensorte ' qu’on trouvera pour la formule des valeurs de y , 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de x , 






ou 



Bx+D 



a A 



, * f j . b 1 / C \ *. ; v ) 

aa* * \aa“ 8a* V** J 



Bx+D, i f i 

— 7Â~-^i{ a x + 



b , f c i*\i 

— 7+f — r: y 1 — Hetc 

2 a* \ a a* 8a* J X 



H est maintenant facile d’assigner les équations d’un système 
de droites dans lesquelles la courbe tende à *e changer , lorsque 
l'abscisse augmente , ou dont la formule des ordonnées soit 
la limite de celle des ordonnées de la courbe. Four des valeurs 
croissantes de x, la portion du développement, à partir du 

terme multiplié par - , inclusivement , diminue , et peut deve- 
nir moindre que toute quantité donnée , en prenant x conve- 
nablement - , il résulte d’ailleurs de la notion de limite , que les 

termes constans —, ±: . —r doivent faire partie de 

2A 2.A ï * 

- . a a. 



Digitized by Google 



ET discussion: '137 

l’expression limite , puisqu’autrement la quantité et sa limite 
auraient une différence finie : ainsi , pour des valeurs indéfini- 
ment croissantes de x, la formule des ordonnées tend vers 
celle-ci* - - * 

Bx + D . 1 f i . b 

y-- 



aA 






qui représente le système de deux droites qn’on nomme asymp- 
totes de la courbe. 

' Pour avoir les intersections de ces asymptotes avec le dia- 
mètre représenté par 

Bx •+■ D • 

y=- 

il faut poser 



aA 



a“ x ■ 



= 0, 



aa 



#t par-là, on considère le point commun aux droites et aa 
diamètre : on déduit de cette équation 



b_ 

2 a 






BD — zAE 
B* — 4 AC ’ 



c'est-à-dire, l’abscisse du centre. Ainsi les asymptotes se cou- 
pent au centre de la courbe , et on observera de jllus qu'elles 
sont placées Symétriquement par rapport au diamètre que nous 
venons de considérer, puisque, rapportées à cette ligne t elles 
ont pour ordonnées 









o‘x+ — 



2 a 



ou 



) 



1 f BD — a AF. \ 

L’hyperbole est la . seule des trois courbes du premier degré, 
qui comporte des asymptotes, à raison du signe de D* — 4 AC. 
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5i. Supposons que ta proposée manque des termes de x* et 
de x, c’est-à-dire que las coeffieiens C et E soient nuis : la 
courbe n’en -sera pas moins wne hrjwbole, puisque la quantité 
D % — i,AC qui se réduit à Zt* est o. Sous ces hypothèses , 
l'équation atfx asymptotes ! , * v ' 



y--- i Tr ± h{ x ' /B ’- / ' AC+ \ 



‘ BD-i AF. , 



..(M) 



. ■ * i . • * . 

.donne, en tenant compte du double signe, les deux suivantes. 



_y=o, x: 



A 

u y 



n 
b * 



dont la première dit qu’une des asymptotes ,*st l’axa mémo 
des abscisses. . 

5a. Que le seul terme de x* manque, ou que C = o, on 
a ces équations, • 

E A nn — AE 

y = ~-, x--- B y T —, 

dont la première dit qu’une des asymptotes est seulement, pa- 
rallèle â l'axe des x. 

53. 11 résulte déjà de cet examen que , lorsque le seul carré 

x* manque dans l'équation des asymptotes, l’une d'elles est pa- 
rallèle à l’axe des x, et qu’elle se çpnfond avec cet axe, si le 
terme en x manque en même temps, celui du rectangle restant 
dans l'équation. # 

54. L’équation des asymptotes se refuse à l'hypothèse 
A — o; mais alors il faut partir de l'équation générale résolu* 
par rapport à x , laquelle en posaut 

B>—4AC—a, a(/?£ — aC£>)=i', E' — ^CP^c', 
donne après le développement de la puissance j du trinôme 
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sous le radical , 

ByA~ E- i f \ . V tf i'* \ 1 I 

Æ - zc~~tc a :+ ( ~ — i \+ et 4 

l 2 a 1 \2a“ 8 a*/ 1 

formule qui a pour limite 

^ £L} (N) . 

aC 1 utF y ^ y B*— 4 Al> V ; 

55. Cependant il ne faut pas croire que les systèmes d’asymp- 
totes données par les formules (A/) et (A r ) soient differens. 

En effet , si dans ( A r ) on dégage , on trouve, pour le signe 
supérieur du radical, 

OlCx 



— B + y Zf* -r- 4^fC 
et pour le signe inférieur, 

aCx 



: -f- etc. 



y ^^ irz : 



V 1T — 4AC 
la première de ces valeurs se réduit à 

i 

— B — 



4-etc.; 






et la seconde à 



— ~ B + \/ B‘ — 



2.df 



x-f-etc. 



x -f- etc. 



Or ces deux asymptotes se coupent au centre , et de plus 
elles font les mêmes angles que les premières avec l'axe des 
abscisses, puisque les coefFiciens de ar ne diffèrent pas : doua 
les deux systèmes se réduisent à un seul. 

56. Qu'on suppose maintenant dans l’équation général 
A = o, D = o, 

Élém. de Géométrie. q 
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et on trouve ces équations aux asymptotes 

Cx E ' * • 

- x = ° 

J’uné d’elles est donc l’axe des_y , et on conclurait générale- 
ment que , lorsque le carré y* manque , l’une des asymptotes 
est parallèle auxjr. 

57. Donc si les carrés'x * et y* viennent à manquer, des deux 
asymptotes , l’une est parallèle à l’axe des x, et l’autre à 
celui des y. 

Et enfin., si les carrés et les premières puissances des va- 
riables manquent en même temps , les axes sont asymptotes de 
l'hyperbole. 

Dans ces deux derniers cas, on n’a plus de diamètres donnés 
par la formule des racines, soit eu y soit en x, et lorsque 
l’équation est ainsi réduite à 



Dxy -f- F— o, 

elle n’a plus d’intersections avec ses axes. Si déplus F=a, 
on a les axes. 

58 . Lorsque B= o et Ar=s—C, l'hyperbole est équilatère 
( 4 g) , et l’équation aux asymptotes devient 




D± E 
a A ’ 



comme les tangentes des angles faits par ces lignes avec 
l’axe des x, satisfont à la relation 

aa' 1 — o. 



on conclut que, pour cette particularité de l’hyperbole, le» 
asymptotes sont à angle droit. 

5 g. Ou a déjà vu (47) que sous la condition 

( BD — a AE ) 1 _ D» — 4 AF 

( B * — 4AC y ^ ü* — \AC 



/ 
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l'équation de l’hyperbole se changeait dans celles de deux 
droites, c’est-à-dire, quelle devenait décomposable en deux 

facteurs rationnels en x ; reportant cette valeur de 

dans la formule générale des racines y , le trinôme sous le ra- 
dical, devient un carré parfait, et on obtient 






Iix+D . 1 ( _______ BD — 2 AE 1 

a A uA l x V^^ —4-^^+ y H'—/ÇÂC J ’ 

Ces droites sont donc les asymptotes elles-rmêmes : on obser- 
vera encore que , dans le meme cas , les abscisses des intersec- 
tions de l'hyperbole avec son diamètre , deviennent égales 
entre elles et à l'abscisse du centre; ensorte que si l’on sup- 
pose que ces intersections se soient rapprochées par degrés, 
c'est au moment de leur coïncidence , que s’opère le chan- 
gement de l'hyperbole en deux droites, 

6o- Les dégénérations de l’hyperbole sont donc l’hyperbole 
équilatère, et le système de deux droites toujours réelles, et 
qui se coupent. 

6t. Construisons pour exemple la courbe de l'équation 
y* — x* -f- my — nx =o, 

dans laquelle nous supposerons d’abord m >> n. En la résol-' F>g- vi- 
vant par rapport à^, on trouve 

y 

_ — m±.\/ 4-r* -+- 4 nx + m ‘ 

y— - ; 

équation à une hyperbole > puisque le coefficient de x* est po~ 



1 
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silif. L'équation de son diamètre Fil est 




ce diamètre est donc parallèle à l’axe des abscisses : les in- 
tersections de la courbe avec ce diamètre, ont pour abscisse» 
les racines de 

4-r* -f- 4nx *f- m % = o , 



d’où l’on déduit 



_ — n ± \/ ri‘ — 



a* 



or comme elles sont imaginaires , il faut conclure que la courbe 
ne rencontre pas le diamètre Fil. Résolvant l’équation par 
rapport à x, on trouve 

— n — V 4y* + 4 m v + 

X - ~â «“ ; 



le second diamètre F'H' a donc pour abscisse 




et il est parallèle à l’axe AV. Les racines du trinôme sou* le 
radical égalé à zéro, sont 

• — m ± [/ ru * — n* 

* = • I 5 

prenant donc AR == — ™ , et augmentant , et diminuant 

i . \/ m* — /i* . , , „ 

cette longueur de , ce qui donne Zr et B , puis me- 

nant les parallèles B'a, Baà l’axe AX , on aura les intersec- 
tions a', a de la courbe avec F'H’. Le centre est en C inter— 
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iection des deux diamètres. Pour avoir les points de rencontre, 
i°. avec l’axe AX t on fera y — o, d’où résultent 

i=o, x — — n = AA ' , 

a°. avec l’axe AY, on posera x — o, valeur à laquelle corres- 
pondent 

y — ° > y — — m — AD. 

Passons à la détermination des asymptotes : si l’on comparu 
la proposée avec l’équation générale , on trouve 

v 

A ~ i , B— o, C = — 1,0 = 111, £=— n, F=zo\ 

et de là , 

j}*—4AC=4=a, a{BD—2AE)-4nz=b, D'—^AF—m'—c, 

et conséquemment, cette équation des asymptotes, , 

y=— -7 — ï (a x + n), 

qui indique deux lignes situées svmétriquemnet l’une au-dessus, 
l’autre au-dessous du diamètre FU qu’elles coupent au point 



fi 




c’est-à-dire, au centre. Si l’on veut avoir les intersections de 
ces droites i°. avec l’axe des_y, il faut faire a=o, ce qui donne 

• T • I 

— m + n 

y =—-—■> 

a*, ayec celui des x , on écVirayf = o, d’où 
— n ± m 




Digitized by Google 



l3 4 CONSTRUCTION 

valeurs qui servent à construire et à vérifier la position de* 

asymptotes. 

L’hyperbole en question est cquilalère, et ses asymptote* 
sont à angle droit. 

Lorsque m = n , on trouve 

't 

— mdtfax + m) 

y = 1 : 

j a 

la courbe dégénère donc alors en deux droites qui ont même 
formule que les asymptotes. 

Enfin, pour.m < n , la courbe rencontre le diamètre FH , 
et ses intersections avec F' H' sont imaginaires. 

Nous donnerons un exemple relatif au cas précédemment 
observé , dans lequel l’hyperbole ne rencontre aucun de, se* 
deux diamètres , et à cet effet , nous avons choisi l’équation 
» *» 

y + 3ay + x*+y + x = a; 

on en déduit 

y —— — 7 — — î v / { 5 - x *+* x + *}• 

v/ ( 5 ->'\+ *y + 1 } ; 

FK 55. ^ comme les abscisses des intersections de la courbe avec le 
diamètre FII , c’est-à-dire, les racines de l’équation 

Sx? -f- ar -f * 1 — 0 

sont imaginaires, et que d’ailleurs A et Cont même signe, on 
e*t as-uré que les abscissesy des intersections aveo le diamètre 
F' IV , sont pareillement imaginai»* (4$); ensortequela courbe 
ne rencontre ni l’un ni l’autre de ces diamètres. A x — o cor- 
respondent 

y — o,y=—i-=AR', 
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«t pour y» = o , on trouve 

1=0, x = — 1 — AR\ 



«t comme une des branches doit être toute entière au-dessu» 

des deux diamètres, et l’autre au-dessous, la courbe est situe» 
comme le montre la figure. L’équation des asymptotes est 






3 x -+- i 

y= — — 




d’où on conclut cette valeur de l'abscisse du centre, .r= — jz- 

6 a. La parabole et l’hyperbole ne dégénèrent en droites, que 
parce que les équations données sont déjà , ou deviennent, dans 
les hypothèse» qu’on a faites sur les constantes, décoraposables 
en deux facteurs rationnels en x\ d’où il suit que si on prend 
de tels facteurs, et qu’on* les multiplie entre eux, le produit 
égalé à zéro, représentera le système de deux ou de plusieurs 
droites; et comme il peut arriver que, pour un tel produit , 
l’une ou l'autre de ces deux relations — ^A Cr=o,ou>o, 

se trouve satisfaite, on ne peut réciproquement conclure l’exis- 
tence de l’une de ces deux courbes de la caractéristique qui 
l'annonce. On observera aussi que lorsque la parabole est indé- 
finie, dans un. sens seulement, les deux droites le sont dans 
les deux »ens , ce qui établit une différence essentielle, quoique, 
à d’autres égards, il soit vrai de dire que les droites conservent 
quelques traits de la courbe correspondante, ainsi qu’on aura 
pu le remarquer dans cette discussion. 



* 
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CHAPITRE YIII. 

Hé J uct ion de l'équation générale à l’unç ou à 
Vautre de ces formes , 

Mj* *4- Nx* -f- P = o, My“ + Nx* -j- Px = o -, 

c'est-à-dire , des courbes du premier degré au 
centre ou au sommet , et à des axes rectan- 
gulaires. 



63. U N a déjà reconnu ( ch. VI. ) que l’ellipse et l'hyper- 
bole , rapportées au centre et à des axes rectangulaires et 
symétriques, ont une équation de la forme 



My" 1 + fc* 1 + P = o, 

et que les trois sections coniques rapportées au sommet et à 
.des axes rectangulaires , et dont l’un , celui des a" est symé- 
trique dans la section , sont représentées par 

My n + Nx”* + Px" =o\ . 



et il serait facile de démontrer, réciproquement que la pre- 
mière de ces équations donne l’origine au centre, et qu elle sup- 
pose la courbe rapportée à des axes placé? symétriquement : car, 



pour x"=o, on a y' 



--l / ~TV et ’ 



pour y"— o, on a 




: déplus, à toute abscisses*, correspon- 



dent deux valeurs égales de y " , lesquelles ne diffèrent que par 
le signe , et pareillement à une yaleur quelconque donnée à y". 
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répondent deux ordonnées x* égales et de différens signes. De la 
seconde on déduit v" ==ç> pour /ao; donc à l’origine, l'axe 
des .y* ne fait que toucher la courbe; d’ailleurs, pour chaque 
* abscisse x", on trouve deux valeurs de_y® égales et seulement 
differentes par le signe : l’origine est donc le sommet ( 3 o) , 
puisque c\st le point de rencontre de la courbe par un axa 
qui divise également les transversales qui lui sont perpendicu- 
laires. 

64 ■ Reprenons l’équation générale à six termes, 

Ay 2 + Bxy -f- C'jc 2 -f- Z>y —J- Ex -f- F — o. . . .(1) ; 

si on voulait en même temps déplacer l’origine et changer la 
direction des axes, il faudrait, en supposant que les nou- 
veaux axes dussent être encore rectangulaires, employer ces 
deux formules démontrées (97) 

y =s b -f- x’sin* -\-y' cos jc , x = a -f-x' cos t—y' sin <* ; 

qui renferment trois indéterminées, <t , a et b , et on dispo- 
serait de ces quantités de maniéré à faire disparaître trois des 
six termes. Cependant on pourra décomposer cette substitu- 
tion , en écrivant d’abord 

(2 )...y=b+y , x = a+a/ ...( 5 ), 
puis * 

• / 

( 4 )- • .y=x"sin a. y" ços tt , x'=x”cos* — y'sinat ( 5 ). 

Nous ferons voir plus loin, que l’ordre dans lequel on intro- 
duit ces deux parties des valeurs de.y et de x, n’est pas in- • 
différent. 

Si l’on pose, pour abréger, 

(6)-. ."}.Ab-\- Ba-j- D ■= D' , aCa + Bb +E=E'... (7) , 

■Ab* -f- Bab -f Ca 2 + Db -f- £a -f F — F' . ..(8), 

oïl trouvera pour première transformée, 

Ay ' 2 -f Bx’y' -f Çx ' 2 + D'ÿ + -f F' =0. . . (3) , 
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dans laquelle les coeflicien» A, B et C sont les mêmes que 
dan-i la proposée : remplaçons maintenant y et a/ , et noua 
trouverons la seconde transformée 



(y^cos*<* — 2? sin «t eos a-f- C sin* a) y"* \ 

-}-{2yésinacos*-f-Æ(cos*<t — sinV) — aCsinacosa, jx'y'f _ . . 

-f- {A sin**-f-2l sin * cos cox‘ et) x" L >=o.(.ioj 

-f- ( D ' cos et — E sin <Oy+(Z/sin «t-j- jE'cos a)x“ -\-E J 

dans laquelle le terme F' est resté le même que dan9 la pré- 
cédente. , 

c . 

Puisque le terme du rectangle xy ne doit pas se trouver dans 
les réduites , on a donc cette première équation de condition 

R A sin* cos a -f- B (cos’« —sin**) — aCsina coj* = o...(i i); 

mais on sait que 

sin 3* = a sin * cos * ; cos i :* r= cos* * — sin* « j. 
ainsi la condition (n) peut être abrégée ainsi : 

( A — C) sin a* -f- B cosa* = o p 

et on en tire 

ta„ 62 « = -y_ z , 



Cette tangente sera toujours réelle , puisqu’elle est donnée par 
# une équation du premier degré ; conséquemment l'évanouis- 
sement du terme du rectangle, est toujours possible. Cherchons 
à traduire les coefliciens de y" et de x* en A, B et C. 

£i l’on pose 

M= A cos* * -f -C sin* a — B sin « cos * 

N = A sin* « -f- Ccos**-f-Zf sin a cos a, * 

puisqu’on ajoute et qu’on retranche successivement ces deux 
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égalités, on aura 

( i a )..M+N=A+C, M-N=y{A 1 +B i + 0 - 2 AC}...^i 3 ) , 

en observant que * 

i A — C 

COS «in a a=C0sa I= — JL- . _ — 

y î-f-tang'a.s y — 2 AC' • 

. tanga* * - B 

asin*cos«=sina*= — — = 1 ■ - -- 

y r+tang^a* y A À +B l +& — a AC 

Si l’on forme le carré de M ~f- N , puis celui de M — N, et 
qu'on les retranche l’un de l’autre , on parvient à 

— 4 MN= B* — 4 AC . . . , . 0 4). 

Les formules (13) et (i3) donnent ces valeurs de J/ et de N, 

. M = ilA + C + y B> + (. A - C )>} (i5) 

iV=i{^+ c-^ !//>■ + (A — cy) (iG), 

lesquelles sont toujours réelles , ce qu’il est nécessaire d'ob- 
server. Sous ces déterminations, la transformée (10) est ré- 
duite à 

(17) %** + AV' 1 (£>'cos* — E sia *)/ 

-f~ (V' sina-f-£' cosa) x“ -f~F' =x o; 

et on la ramènera à la forme 

My"‘ -+- AV* -f P = o. . .(18). 

en posant 

( 1 3) . . . Df contr—E sin*=o , Z/sma-f-fi' co9*=o . . . (ao) . 

Connaissant sin « et cos * en nombres, on n’aura, plu» à éva- 
luer que les coordonnées a et édu centre, d'après les denx 
relations précédentes. Mais si l’on multiplie la première par 
cosa, et la seconde par sin*, on obtiendra les suivantes, 

& cos 1 * E sin « cos * r= o , 

& sin“x -f" & «cos« = o, 



* 
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lesquelles ajoutées donnent 

i D'z= o, donc E' o; 

ensorte que les coordonnées du centre seront fournies par le* 
équations (6) et (7), et on trouvera ces valeurs 

*• J 

oAE—JJD , O.CD— DE 
a ~ — \AC 1 ~ B' — 4 AC ’ 

déjà obtenues ( 5 a ). On pourrait donc effectuer d’abord 
le déplacement de l’origine , en employant les substitu- 
tions (2) et ( 5 ), et égalant à zéro les Coefficiens O' , E' à ans 
la première transformée (q) , puis ensuite changer autour de la 
nouvelle origine, la direction des axes, en faisant les substi- 
tutions (4) et (5) dans l’équation simplifiée. 

Ayt* -f Bxÿ -f- CA‘ 4. F' =0 , # 

ce qui ramène à celle-ci, 

U COS* et B sin et COS et + C sin’et )_)•"* 

~l~^oA sin et cos et 4- F (cos* st — sin’et) — 2 C si n * co* « } x"y’ 

-f- ( A sin’ et 4 - B sin et COS et -f- C COS* et ) X?* 4- F' = O , 

et déterminant et sous la condition que le terme du rectangle 
disparaisse. Telle est la marche que nous suivrons dans les ap- 
plications de ces formules, et il est essentiel d’observer que les 
résultats seraient difitrens et inexacts, généralement parlant , 
si , commençant par l’introduction des formules ( 4 ) et ( 5 ) , on 
faisait disparaitre le rectangle dans cette première transformée, 
et qn’ensuite on remplaçât y' et x' par b •+- y" et a-f-x", 
puisqu ‘alors la dernière transformée aurait de moins quelques 
ternies des premières puissances de y' et x". 

Pour la réduction au sommet, on posera dans (10) les deux 
condition» , 

D ' cos se — F sin » . . . (21) , 

Ab 1 4- Bab 4- Cû 1 4 - Db 4- Ea 4- F = F' = 0 . . . (22) , 
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puisqu’alors l'équation résultante est effectivement 

My ” 1 + AV* -f Px’ = o (a 3 ), 

en tenant compte de la condition (1 1) sous laquelle le rectan- 
gle disparaît. L’équation (na) indiquant la même relation entre 
les coordonnées « et b de la nouvelle origine , qu’entre les 
coordonnées générales x , y de tous les points de la courbe , 
démontre que l’origine est l'un de ces points, et la forme de 
la résultante prouve ( 63 ) que l’axe des x" est un axe principal 
dans la courbe. 

Les formules (i 5 ) et (16) peuvent se traduire ainsi, 

M=i{A + C + [/B'- 4 JC+(A + Cy} (a4), 

A={ {A+C—[/£‘ — 44 C+(A + C)'} (a 5 ). 

Pour £' — o, onaA r =o, de sorte que l’équation 

(18) ne renferme plus qu’une variable, d’où on conclut que, , 
sous ce caractère, cette transformation est impossible ; de plus, 
l’équation (a 3 ) devient 

My "* -f- Px" ssz o , 

qui est celle d'une parabole. De la relation (i 4 ) on déduitque 
pour ZP — ^AC<^ o, les coefficiens M et A r ont même signe, 
et qu’ils prennent des signes différens pour D"‘ — 
conclusions déjà obtenues à l’égard de l’ellipse et de l’hyper- 
bole , et desquelles on pourrait réciproquement conclure 
P % — 4^C<o, )>o, comme caractères de ces courbes. 

Pour la détermination des coordonnées a et b du sommet, 
on mettra l’équation (21) sous la forme 

aD 1 sin * cos a — 2 E' sin* a = o , 
ou * • 

' 1 / sin 2* — El (i — cos2*)=o; 

•t remplaçant sin 2* et cos ait par leurs valeurs trouvées plut 
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M* 

haut, on aura 

BD' — E' [A— C— \/J3 * + {A — C )*} = o/ 
ou bien encore 

Æ/r— £' {y/— C— 4^Q+(^+C) 3 }==o, 

qu’on combinera avec 

+ Bab -f Ca* + Db -f Ea -f- o. 

Pour la parabole , la première de ces équations se réduit à 
BD' +aCE' = o, 

et cette courbe est la seule pour laquelle on soit obligé de 
transporter l’origine au sommet ; quant à l’ellipse et à l’hy- 
perbole, il sera généralement plus expéditif de rechercher 
les équations au centre et aux axes principaux, parce qu’il 
est ensuite très-facile d’en déduire celles des mêmes courbes 
pour le sommet. A cet effet, on posera 

x” = A — x*; 

A représentant le demi grand axe , et x m l’abscisse comptée 
du sommet sur cet axe : cette substitution faite dans l’équation 

Afy'* + 2VV +Px=o, . 

la" change dans celle-ci , 

My* -f AV — *NAx m -f NA 1 + Pxzo: 

or l’hypothèse y' =o dans l’équation précédente, donne 

*"=A= A, == 

conséquemment la transformée devient par cette (ubstittttioié 
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2 4*5 



My x + A'x"* — aNAA* = o ; 

et elle est de même forme que l’équation (a3). 

Lorsqu'on veut rapporter une courbe à son sommet pris pour 
origine , et à ses axes, on peut faire la totalité des substiSttion» 
ea deux fois , c’est-à-dire commencer par celles-ci , 

*, * = *+/,* = « + *', 

et passer de là à la seconde transformée , par 

y = x" sin a, -f- y" cos et, A —3? cos * —y" »»n * ; 

mais on aura soin de na faire disparaitre les trois termes que 
dans ce dernier résultat. 

65. Les exemples suivans jetteront le plus grand jour sur cette 
analyse des transformations et les élèves verront plus claire- 
ment dans ces applications, que dans Une discussion très-éten- 
due , la marche à suivre pour les effectuer , et les conséquence» 
à tirer de la forme des résultats auxquels on est conduit pour 
les déterminations tant de l'angle et que des coordonnées a et 
b , soit du centre, soit du sommet de la courbe. 

Prenons pour premier exemple l’équation 

y x — sxy -f- ax* — ax = o : 

si on remplace j' et x par 

_ ' ✓ 

y~ b +y , X=n-f- A, 

on aura cette première transformée , 

y'* — ax'y -f- ax'* -f- a {b — a)y -f- a (aa— ■ b — i ) 3 ! 
4*4* — a ab -f- 2 a* — a«=o: 

l’égalité à zéro les coefficiens y' et de x ' , donnera ces deux 
•quations, 

b — a = o, a a — b — 1=0, 



1^4 TRANSFORMATION 

desquelles on déduit pour les coordonnées du 'centre , ainsi 

que nous l’avons fait voir dans la théorie générale , 

a = 1 ; 6 = 1. 

Employons maintenant les formules 

«F . ' 

Y — x sin cl -j-y" cos * , af = x" cos a — v* s in a . , 

leur substitution dans l’équation précédente qui est réduite 
à 

y* — o.x y' -)- 2j/* — i=o, 

par les valeurs de a et b , donnera 

(cos* « -f- a sin’ cl + 2 *in cl cos <t)y" % 

-f- C — 3 sin Æ c ns<t + a (sin* cl — cos *« ) ) x’y° 

-|- ( sin* tt -f- acos* cl — asin cl cos a ) or"* — 1 = o ; 

l’évanouissement du rectangle a lieu sous la condition 

— 2 sin « cos cl -f- a ( sin* cl — cos* a ) = o , 



qui devient 

— sin 2« — 2cos2<t = o, d’où tang 2* = — a; 

d’ailleurs 



sin 2*= 



. , 1 — cos a cl i 4- cos a* 

sin* cl = , cos* <t = — ; 

a a 

tang icl 



, — .cosax — , — — • 

y î + tang* a-. Y * + tang’ aa 



Et si l’on observe que tang 2* étant négative , l’angle a* est 
obtus , qu’ ainsi cos 2<* est négatif, et que sinaa est positif, on 
trouvera 



sin a cl: 



a 

~V~y 



COS 2<* 



y y 
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ces substitutions faites dans les coefiiciens de y‘ l et de x'* , on 
a pour équation de la courbe rapportée au centre et aux axes , 

(3+ ^5)/"+ (3—^5) x'* — a = o. 

Pour rapporter la même courbe au sommet, on cherchera 
d’abord le demi grand axe, c’est-â-dire , la valeur de x", cor- 
respondante Ày" = o, laquelle est 

V/a 

y/ ô _ p/5 '• 



puis on établira la relation 



x" = 



V* 



y/3 — 



x m étant l’abscisse comptée du sommet : cette valeur portée 
en place de x", donnera l’équation cherchée. A cette Occasion , 
nous observerons de nouveau , que lorsqu’on aura à rapporter , 
soit une ellipse, soit une hyperbole, au sommet et à ses axes, 
il sera plus expéditif de la rappeler au centre et aux axes , et 
ensuite de transporter , comme nous venons de le faire , l'ori- 
gine da centre au sommet, c’est-à-dire, à l'une des extré- 
mités du grand axe. ‘ , 

Supposons pour équation 

y % — axy -f- ax* -f- t = o ; 

auquel cas la courbe est imaginaire : on trouvera pour pre- 
mière transformée due aux substitutions 

y — b -f- y, x = a -f- x! ~ 

celle-ci 

y' % — axy -f- ax |, *-4- a (6 —a) y' + a ( — -i+sû) x! 

-f- b k — ua£+ Rfl* -f* * =o: 



pt de l’égalité à zéro des coefiiciens de y' et de a/, on déduit 



a = o, b — o t 
Élém. de Géométrie, 



IC 



i 
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résultats qui apprennent que déjà la courbe est rapportée -à son 
centre, ce qu’on aurait pu voir à l’inspection de la proposée 
qui est telle que , pour x— o , les deux valeurs de y sont égales 
et de signes contraires, et qu'à y— o, répondent aussi deux 
valeurs pareilles de x. Par ces valeurs de a et b, la trans- 
formée devient 

y* — ax'y -f- + i = o , 

la même que la proposée : on procédera donc au changement 
de direction des axes, par les substitutions 

y=x' sin a. +/ cos a, x — x" cos et — y’ s in a. 

qui donneront * 

( cos* *e -f- a sin et- cos et -f- a sin* et)y* 

-f- ( — a sin a cos et — .2 ( cos* a — sin* a. ) ) x’y‘ 

-f- ( sin* * — 2 sin «t cos * -f- 2 cos* et ) x** + i = o : 

il faudra poser 

2 sin «t cos «t -f- 2 (cos*<s — sin’ a) =0, 

‘ 1 " t • * l 

d’où l’on déduit 

sin 2 et -f- 2 cas a <* = o, ou tang 2 « = — 2 , 

l’équation réduite étant la même que la précédente, quant aux 
coefEciens déy'“ et de x"*, ou trouvera pour résultat 

(3 + 1 / 5 ) y"* + (3 — V 5 ) x'* + 2 = o: 

et comme le premier membre est la somme de trois termes 
positifs , on conclura que la courbe est impossible. 

Soit l’équation d’une ellipse qui se réduit à un point 
y + xy + x*=o: 

Iss coordonnées du centre sont encore az=c , b = 0, en- 
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•orte qn’on a , pour la première transformée 

/* + *'/ +a/*=o, 

et pour la seconde 



(cos* * — sin a. cos « -f- sin’ a) y* -f- ( — sin* <t -f- cos* «) x*_y* 
-f- ( sin* et -f- cos* et -f- sin et cos et) x"* = o , 

l’évanouissement du terme du rectangle, donne 

cos* et = sin* et, d’où cos i* = sin et , et cos et = sin et = — ^ ; 

V a 



ces valeurs portées dans la dernière transformée , te réduisent 
à 



y* -f" 3x** = O , 



équation qui ne peut être satisfaite que par x* = o , y* = o , 
coordonnées d’un point qui est et l’ancienne origine et le centre. 
On reconnaît donc que l’ellipse annoncée par l’équation, n’est 
qu’un point. 

Soit l’équation 



! 



y* — axy -f- ** — x =* o, 

qu’on sait être celle d’une parabole : on posera les formules 

y=xf sin *-+•_/ cos et , x = x' cos et — y' sin et -f- a ; 

et on trouvera pour résultat de la substitution dans la pro- 
posée ; , . . 

(sin «t -f- cos et)*y* -f- a ( sin* et — cos* et) xJy' 

-f- (sin * — cos <t)* x'* + { a (é — à) (sin et -f- costt) -f-sinetjy 
-f- {a(i — a) (sin et — coset) — cos et} x' -f-(b — a)*— -«=£Q 

L’anéantissement du terme du rectangle donne 

i \ 

‘ sin* * ;= cos* «t, doge sia et = cos tt , 
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et conséquemment 

sin « 3= cos * ^ ; 



ensorte que la transformée devient 

a /»+{a(6-«) V / a+^}y-^'+( A - û )*-- a = o; 



nous poserons donc 

; ,(4 —- = <>, {b — 9 y—a~o, 

• N * 

OU 

! 4- irt=o, (* — «)*— a = o; 

équations qui donnent 

b = —rz, a = Ts- 

Ainsi la parabole aura pour sommet le point dont les coordon* 
nées sont- son diamètre , ou axe principal , cou- 
pera l'axe primitif des x sous un ang,le de 5o° , et son équation 

sera 

. - V 

L’équation 

y * — QXy -f- X* ■*— I = o , 

que nous avons delà reconnue (45) être celle de deux droite# 
parallèles , donne la transformée 

( cos * + sin * Y ÿ % - a ( cos’ a - sin* * ) x'y' + (cos a- sm a)* 

-J-a(i-o) (sin*>-|-cos*)y -t-a(i-a){8in*-co«<4)x 

xf- + (è~«)‘-t=e>. , . 

. . . ' .... 

La disparition du rectangle conduit a 

sin et =s cos * — d’où * = ^°°» 

’ 'Va 
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par ces valeurs l’équation précédente se réduit à 

ay % -f-a v/a ( b — a)y + ( é — a)’ — i=o, 

qui ne renferme plus qu’une des deux variables. Pour déter- 
miner les coordonnées du, centre , il faudrait poser 

b — a — o, {b — a)' — 1 = o : 

et comme ces équations sont en contradiction, les coordonnées 
a et A sont infinies, et de là on infère que la parabole déget- 
nère en deux droites. 

Pour l’équation 

y— 2 xy -f- æ*=o, 

l’évanouissement du terme du rectangle donnerait toujours 

' . t 

sin « — cos et ne , 

♦, p 2 

et on aura, pour déterminer les coordonnées a et b du sommet , 
a — b~o , (a — by — o. 

De ce que a et b sont des quantités indéterminées , on doit con- 
clure quela-proposée représente une ligne droite. 

Enfin , que l’équation à traiter soit 

y* — axy -f- x 1 -f- t = o , 

qu’on sait appartenir à deux droites imaginaires : on trouvera 
toujours 

1 

sin « = cos «e = - — ; 

1/2 

l’angle a est donc réel; mais les équations entre les coor- 
données du sommet , étant ' ' ~ 

* • 

b — c = o, {b — a)* + i=:o, 
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dont la «econde est la somme de deux carrés, on voit qu'il est 
impossible d’assigner a et b. 



elles réduisent l’équation à la suivante , 

y '* — axy — x'* -+■ \ = o : 

l'emploi des formules au moyen desquelles on change la direc- 
tion des axes autour de la nouvelle origine, donne, après 
avoir posé le coefficient du rectangle égal à zéro, c’est-à- 
dire. 



cette réduite , 

(sin act cos a<t)y"‘ — (sin an -f- cos3a)x" s -f |=o; 
on a donc 



Passons à l’hyperbole, et prenons l’équation 

y’ — axy — x* — y -f- x -j- 1 = o ; 
les coordonnées a et b du centre sont 
a = o, b = i; 



asin «e cos a. »f- sin* « — cos* a. — o , 



sm ast = cos an — 




et conséquemment la transformée en nombres 








équation d’une hyperbole équilatère. 



Prenons pour autre exemple l'équation 



? — *xy—y = °» 

» 

qui est celle d’une hyperbole qui dégénère en deux droites : 



DE L’ÉQÜATIO N GÉNÉRALE l5l 

v»n trouvera pour les coordonnées du centre , b=o ,a = — 
la seconde transformée est \ 



(cos 4 <t -j- asin tt cos ci) y"* + (sin’a — a cos et sin ci) x’ % = o , ‘ 
sous la condition 



a sin et cos et — a (cos 4 et — sin’et) = o , 
de laquelle on déduit tang aet = a , et conséquemment 



(. + V/«/*-(-i + V/5)x'* = o, 
laquelle donne 



Fig. 56. 



66 . Ceux des lecteurs qui auront passé le chapitre VI , 
trouveront ici toutes les conclusions qui le terminent , c’est- 
à-dire , les forme* des équations des courbes du premier ordre , 
rapportées au centre et aux axes symétriques , ainsi qu’au 
sommet et à deux axes , l’un symétrique , et l’autre tangent. 

L’équation ( 18 ), savoir 

My'+ Nx> + P=: o (fi) 

peut être mise sous la forme 

P P P' 

Â^ + 17^ + W = 0 W 

Or de la formule trouvée (64) , 

— 4MN = B' — 4JÙ, 

on conclut le produit luN positif pour l’ellipse, et négatif pour 
l’hyperbole. Mais l’équation (fi) donne, 



pour y = o , x*=: — — — >/ 
pour x=o, y = — 



donc ^*fi* = ^...(T) 
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ensorte que pour l’ellipse , en tant quelle est réelle, les demi- 
axe* A et B sont réels; et, pour l'hyperbole, l’un d’eux est 
imaginaire , puisqu’on a , pour cette courbe , A X B X < o ; nou* 
supposerons que ce soit le demi-axe B qui alors sera néces- 
sairement de la forme B y ' — 1 , puisque son carré doit être 
négatif. Reportant dans ( S) les valeurs des coefficiens en A‘ 
et B i , c'est-à-dire, en carrés des demi-axes, on a, pour 
l’ellipse , 

Ay -f B x x‘ — A* B* ((/) 

« 

et pour l'hyperbole , après avoir changé les signes , 

Ay — = — A X B % ( V ) 

Pour A imaginaire , ou de la forme A i , ce serait 
Ay — B‘x* = A % B % (X) 

La première de ces deux équations de l’hyperbole se rap- 
porte âu cas où la courbe coupe l’axe symétrique des x , et 
la seconde à celui où elle coupe l’axe symétrique des y , qui 
devient alors celui des abscisses. 

Les sommets de la courbe étant les points A et A' dans 
lesquels 'elle coupe l’aXe symétrique des abscisses , on trans- 
portera l’origine en l’un de ces points , en A', par la subs- 
Lo- •< t,titution CP = ^'jP— •A'C, oui=j' — A, C étant le centre: 
par là les équations (C) et (F") se changent dans les suivantes: 

Ay + B x x x = a AB % x ( V) 

Ay — B x x u = — a AB x x (Z) 

et alors l’axe des y est tangent à la courbe, à l’origine. 

L’équation de la parabole rapportée au sommet , a «té 
trouvée (64) 

p 

/ = ou y x = upx. 
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CHAPITRE IX. 



* t 

Des Diamètres conjugués. 



€ 7 . L ES axes principaux ne sont pas les seules lignes qui , dans 
l'ellipse et l’hyperbole , se trouvent divisées en deux parties 
égalesum centre: toute ligne menée par ce point, et terminée 
de part et d’autre à la courbe, est divisée de la même ma- 
nière , et prend le nom de diamètre ( 35 ). En effet, l'équa- 
tion d’une droite menée par le centre pris pour origine des 
coordonnées , est 

y = ax: 

combinant cette équation avec celle de l’ellipse 

A 2 y 2 + B* x* — A 2 B 2 , 

on obtient ces' coordonnées clés intersections, 



AB aAB 

OC -T" — — ■ ■ ■ y — — *~î~ .. „ — — — • 

Ÿ'A'a* + B 2 y A 2 a 2 -f B 2 ’ 

dçnc les deux portions de la droite sont hypothénuses dans 
deux triangles rectangles dont les côtés de l’angle droit sont 
égaux ; ces hypothénuses sont donc égales. La propriété a pa- 
reillement lieu dans l’hyperbole ; mais pour cette courbe, on 
trouve 



AB , aAB 



V B 2 — A 2 a 1 ’ J y U 2 — A 2 a- ’ 
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ensorte que les diamètres ne sont réels que depuis a -=z o jus- 
qu’à a = inclinaison sous laquelle ils deviennent infinis , 

y» 



et se changent en asymptotes (5o). 

68. Nous nous proposons ici de rechercher s’il n’existe pas de* 
systèmes de diamètres par rapport auxquels les équations des 
sections coniques conservent la forme qu'elles ont par rap- 
port aux axes principaux et au centre , s’il s’agit de l’ellipse et 
de l’hyperbole , et au sommet et à l’axe principal , s’il s’agit 
de la parabole. 

69. Comme par rapport à l’ellipse et à l’hyperbole, on 
retient l’origine au centre , la question se réduit à passer d’un 
système de coordonnées rectangulaires à un système de coor- 
données obliques , et parce que la transformée doit conserver la 
forme de la proposée , on pourra composer à part le coefficient 
du rectangle et l’égaler à zéro. Les formules à employer sont 
( 3 7) v 

y—x' sin a. -f -y" sin a.' , x—jc cos<t -j-y' cos a.' : 



le terme en x'y' donné en partie par _y* , en partie par x 4 , a 
pour coefficient qu’il faut égaler à zéro , 

y 1 sin et siu a' -f-/?* cos* coset' =0, 

d’où résulte 

tang*tang<t' = — (Oi 



des deux angles et, a ! , l’un est donc aigu et l’autre obtus. La 
transformée est réduite à 

(y a sin*» , +Z? , cos i y)_y ,, -|-(v/ , sin*«t-f-fl*cos*et)r' , =:.<4*2?* — (a). 

Si dans cette équation , on fait successivement y =0, x'=o > 
on aura les distances du centre aux points d’intersection de la 
courbe avec les diamètres auxquels elle se trouve rapportée. 
Soient À , J3' ces demi-diaractres , le premier étant compté sur 



1 
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l’axe des x' , et le second sur celui desy" : on trouve 
A'W A' B' 



C3)”^"=^i 



yrf'sinV -}- B“coi‘a. 



. 

» — 



y/^sinV’ -J- jS'cosV 



7 —(4)* 



et l’équation de la courbe devient 

A'*y % + B'* A' = y/'*/?'* (5) 

a A' , a B' sont nommés • diamètres conjugues ; ils font sys- 
tème comme les axes. 

L’équation (î) faisant dépendre tang a de tanga.', et réci- 
proquement, il faudra se donner l’un de ces angles pour avoir 
l’autre : on conclut de là tine infinité d’angles a, a ! , et consé- 
quemment une infinité de systèmes de diamètres conjugués pour 
chacun desquels l’équation (5) a toujours lieu. Dte plus , ces 
diamètres a A' , a B’ sont toujours réels, ainsi qu’on le déduit 
des expressions (3) et (4). \ 

Prenons a pour l’angle que fait le diamètre 2 A' avec le 
grand axe ; l’hypothèse a .= o donne 

, B % 

tang a = — — oo ; 

donc a' î oo* ; ainsi l’autre diamètre a B' se confond avec le 
le second axe : le système d’axes rectangulaires n’est donc 
qu’un cas particulier des systèmes de diamètres conjugués. 
Pour A — B, on a 

tang a tanga' = — î , 



ce qui apprend ( 1 6 , probl. 4) que . dans le cercle , tous les 
diamètres conjugués sont à angle droit : d’ailleurs, les équa- 
tions (3) et (4) donnent 

/i — *^* J* tf* — y» . 

sin’a-f-cos'a ’ sin’a / -j-cos ,1 a' ' 

* 

donc encore tous les diamètres conjugués sont égaux. 
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Si maintenant on repasse des axes obliques a A' , a B 7 , a de* 
axes rectangulaires , on aura , pour la même courbe , deux 
équations identiques, propres à faire découvrir quelques rela- 
tions entre le? diamètres conjugués et les axes de l’ellipse. A cet 
effet , on fera dans ( 5 ) les substitutions 

, _ycosît — .usina , usina 7 — ^cosa 7 

y sin(a' — a) ' sin(a' — a) ’ 

démontrées (27) •, l’équation résultante sera 

(jif 73 cos , a^-B 7!, cos*a / ).y*-{-(-a./< 7 *sinacosa-aB , *sin* , co*sO ry 

-j-(^' s sin a a-f-B'*sin*a').r , ==^' : ‘B 73 sin ,1 (a 7 — a)r=o . . .( 5 ) ; 

et comme elle doit être identique avec celle de l'ellipse rap- 
portée au centre et aux axes , on aura ces relations * 

A* == .if* cos* « + /?'* cos* *' (7) 

B* A s sin a « -f- B'* sin* a,' (8) 

A*B‘ ~ ^'*B'*sin* (* 7 — * ) (9) : 

les deux premières ajoutées donnent cette propriété, 



A 1 -f B* = A' + B 7 *. , . . . . (10) , 

1 

et de la troisième on déduit 

AB = A B' sin (a 7 — a) (1 1). 



70. La somme des carrés des drtni-axes est donc égale à celle 
des carrés des demi-diamètres ; et le rectangle des premiers est 
égal au parallélogramme des seconds, en observant que a! — t 
est l’angle compris entre B' et A ; qu’ainsi B 7 sin (a 7 — a) est 
la hauteur du parallélogramme , lorsque le demi-diamètre A 
est pris pour base. 

On peut encore démontrer la seconde proposition par la 
géométrie , et, à cet effet , il suffira de faire voir que la surface 
d’un parallélogramme formé sur un système de diamètres con-* 
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jugués, ne variera pas, quelle que soit la position de ces dia- 
mètres, puisque, dans l’une de toutes ces positions, ils deviennent 
les axes - , mais nous nous dispenserons de donner ici ce théorème 
qu’on trouve dans tous les traités sinthétiques des sections co- 
niques , et en partant de ce qui précède , nous développerons 
cette proposition que de tous les systèmes de diamètres conju- 
gués , celui des axes est le seul qui comprenne un angle droit. 
A cet effet, on posera cette formule connue. 



• tang (*' — <*) = 



tang et'— tang et 
1 -f- tang ot' tang a* 



te ' — * étant l’angle entre deux diamètres conjugués : écrivant 

B * 

pour tang <t sa valeur — — , ta ~ ~ v donnée ( 6g ) , on aura 
cette expression de tang (<*' — a). 



tang («' — «) =■ 



A 1 tang * + - 






tang. 



JS* — A 1 

B» 

l’hypothèse tang a — o donne — =oo , et celle de tang 4=00 , 

conduit à ^ ^ =» . Donc, hors ces deux cas dans les- 

lS — A 

quels les diamètres se confondent avec les axes , on ne peut 
avoir tang (<*' — a.) =00, si ce n’est, comme nous l’avons 
déjà reconnu , pour B = A , ce qui ramène au cercle. 

On pourra , quant à l’hyperbole , démontrer de la même 
manière la proposition correspondante , et tenir compte du 
eas de l’hyperbole équilatère , donné par B = A. 

71 . Si l’bn voulait un système de diamètres conjugués a A', o.B> 
égaux, il faudrait déterminer les angles *, et', d’après la condition 

A % sin* tt -j- B* cos 1 a = A' sin“ e! -f- B‘ cos* A , 

donnée par les valeurs ( 3 ) et ( 4 ) : on en déduit 

cos*« {A % tang* * -f £*) = cos 1 *' ( A' tang* a.' + B *) * 

• 10* 
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or l'hypothèse tang” e = lang 2 ot' satisfait visiblement, puis- 
qu'on a eu meme temps coa* &. = cos a ./ : de là resuite 

tang a. = — tang a! , 

parce que .d’après la relation (i), le produit de ces tangentes 
doit etre négatif ; et alors 

. A 

tang * = ±. -, 

f < ' i 

le signe supérieur étant relatif au diamètre a A' , par exemple, 
et l’autre au diamètre a B' . • 

53. Ainsi , pour construire ces diamètres , on joindra l’extré- 
mité B du second axe avec les extrémités A et A' du pré- 

JS s 

mier ; la tangente de l’angle BAX sera — — j , et sera celle 

A A 

de l’angle BA'X , ensorte que les deux diamètres menés par le 
centre , parallèlement à ces deux cordes , seront égaux , et ce 
système de diamètres est unique ; par rapport à lui l’équation 
de l’ellipse devient '* ' . , 

/’ 1 + -x % = A* ; 

elle est analogue à celle du cercle , pour lequel on a de plus 
a! — ioo° (b’q) , ce qui n’a pas lieu ici. On observera 

d'ailleurs que la relation 

A'* -f B '* ±= A 1 + £* , 

qui, dans le cas de A' — B ' , devient a A'* ?=.A*-\-B l t n’en- 
traîne pas l’égalité des demi-axes A et B : on en tire 

expression qui fournit une construction bien simple des dia- 
mètres conjugués égaux. 

72. Les trois équations (7) , (8) , (3) , renferment les six quan- 
tités A , B , A' , B ’ , *, <t', ensorte que trois d’entre elles 
étant données , on peut toujours découvrir les trois autres. 
Supposons , par exemple , qu’on connaisse les demi-diamètres 
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conjugués A , B' , et l'angle a' — a qu’ils font entre eux, et 
qu’on recherche les demi-axes A et B. A cet effet, ayant 
multiplié par a l’équation (q) , puis ajouté ce produit à la 
«mime des deux premières, et de la même somme retranché 
le même produit , si de part et d’autre, dans les deux équa- 
tions résultantes , on extrait la racine carrée , on trouve 

A + B = V{ A 1 * -f- B’* -f a A' B' sin (*' — *)} , 

A — B = )/{ A' 1 -f B , ‘ — aA'B' sin (*' — <0 j , 

d’où il est aisé de déduire séparément A et B. Mais l’angle 
et' — * étant donné , on en connaît la tangente que nous dé- 
signerons par n , ensorte que des déux équations 

B* 

tang (*' — ct)=/i, tanga, tanga = — -j, 

on déduira les angles a, a', qui fixent la position des axes. 

73. De l’équation de l’ellipse rapportée au centre et à de* 
diamètres conjugués ïA' , xB ' , laquelle-est 

A'y + B' % x* = A^B 1 ' , 
on peut passer à la suivante, 

Afy -f Bf'x'* = xB'*A'x' , 
par la substitution 

x— A' — jc', 

qui revient à transporter l’origine de C en M: la courbe est alors 
rapportée à un système d’axes obliques, dont l’un est le dia- 
mètre MM' , et l’autre une tangente MT, puisque, pour Fig. 58. 
xf = 0 , on a deux fois ^ = 0 , d’où l’on conclut que ce se- 
cond axe n’a de commun avec la courbe , que le seul point M. 

Donc encore la tangente à l’extrémité d’un diamètre, est paral- 
lèle à son conjugué. Par rapport à ces axes MM' , MT, l’équa- 
tion de l’ellipse conserve la forme que nous lui avons trouvée 
(5o) pour le grand axe et une tangente au sommet. ; 
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7 ^- De cette propriété dont jouit tout diamètre , de diviser en 
deux parties égales les doubles transversales dans la courbe , 
parallèles à sou conjugué, ou conclut cette construction pour 
trouver le centre d'une ellipse. On mènera dans cette courbg 
deux transversales parallèles , et la ligne qui les divisera éga- 
lement, sera un diamètre, et son milieu le centre cherché. On 
reconnaîtra que ce diamètre est un axe, s'il est perpendiculaire 
aux cordes parallèles. 

Il est visible que cette construction est également propre 
à faire retrouver le centre d’une hyperbole; mais qu’elle ne 
s’étend pas à la parabole. Nous donnerons plus loin un pri>- 
cédé graphique pour déterminer les axes de ces courbes, le 
centre étant supposé connu. 

75. Passons à l’hyperbole : de son équation 
Ay — B' JT* = — A' B 1 , 
on déduira par les substitutions, 

y — x sin et -} -y sin et' , x-=zx' cos et -f -y' coset' , 

- la transformée . ' . 

(^ a sin , et'-B , cos*et')_y , *-(-(/rf*sin 1 et-fi*cos 1 «)Æ , ’=-^PB*. . .(12) , 
et cette condition de l’évanouissement du rectangle 
A* sin et sin et' — B 1 cos etcos et' = o , 

d’où résulte 

ji * 

tanget.tanget' =■+— (i 3 ). 



Si l’on suppose successivement^' = 0, 3 ! =0, on aura le» 
distances de l’origine aux points dans lesquels la courbe coupe 
les diamètres auxquels elle est rapportée, et représentant cet 
distances par A ' et B ' , on trouvera 



t 4 J ■ ■ ■ „4*sin V- Zi'cos'it ’ A“wi'a.' -B‘coi‘*' ^ ' 



r 
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l'équation (12) prendra donc la forme 

A'ÿ' -f Z?'“x'* — + A'*#* (16). 

Or si l'on suppose le demi-diamètre A! réel , ce qui em- 
porte la condition 

Z?* cos* a>y/*sin*a, OU tanga< — , 

• A 

on aura nécessaireiftent, d’après la relation (i3). 



tanga' d’où B % 



' <[ A* sin* a', 



et conséquemment le demi-diamètre Iï imaginaire , ou de la 
forme B' y / — 1 , ensorte que l’equation de l’hyperbole rap- 
portée à des diamètres conjugués , est 

A' y* — Z?'*x'* = — A'*B'* (17). 

Pareillement du demi-diamètre B' supposé réel , on eût con- 
clu A' imaginaire. La relation (i 3 ) apprend que, dans l’hy- 
perbole, les diamètres conjugués sont des angles aigus d’un 
même côté de l’axe des abscisses. Si dans l’équation (17) on fait 
les substitutions par lesquelles on repasse des coordonnées 
obliques aux coordonnées rectangulaires , on retombera sur une 
transformée identique avec l’équation de l’hyperbole aux 
axes, et cette identité donnera 

A % = A'‘ cos* a — B'‘ cos 1 a' ( 1 8> 

— Zf* = sin* a — Z?' 1 * sin* a', . . . .(ig) 

— A' B* = — A'* B' 1 sin* ( a — a ) . . . (ao) . 

Ajoutant les deux premières, on obtient cette propriété , 

A' — B' — A'*— Zi'* (ai) ; 

«t de la dernière, on déduit celle-ci, 

AB ■=. A' B' sin ( a' — a ) . . . (2a). 

Élèmens de Géométrie. il 



A 
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Ces résultats sont ceux que nous avons précédemment obte- 
nus pour l’ellipse , en changeant dans ceux-ci , B 1 en B 1 [/ — t. 

On a donc , dans l’hyperbole , la différence des carrés des 
demi-diamètres conjugués , égale, à ta différence des carrés des 
demi-axes , et le parallélogramme construit sur ces demi-dia- 
mètres , égal au rectangle des demi-axes. 

De la propriété 

A'— B'— A* — I ?‘ , 

on déduit, dans l’hypothès^p = B , cette conclusion A = B' , 
et réciproquement -, l'hyperbole équilatère est donc la seule 
qui ait des diamètres conjugués égaux. 

f 

76. Nous avons déjà reconnu (57) que l'équation 
xy = Hf* 

représentait une hyperbole dans laquelle les axes étaient asymp- 
totes : or pour revenir de l’équation . 

Ay — B'x' = — AB * 

à cette forme, il Faut employer les substitutions qui font passer 
des coordonnées rectangulaires aux coordonnées obliques, et 
égaler à zéro les coefTiciens des carrés des variables dans la 
transformée qui est 

( A * sin* et ! — B * cos* a! jy* -f- ( A sin* <* — fi*cos*<t) 
-}-n(.rf*sin<tsin<x' — 2 ?“cosacos*' ) x'y' =s — A* B* (a 3 ) i 

on a donc ces deux conditions , 

• • 

y/* sin* a! — B % cos*ct' = o, A % sin** — B‘ cos*«t=o, 
et conséquemment , 

. , Z?* . B‘ 

tang* tt rsa — \ tang*«=-j,: 



> 

a 
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d’où résultent ces deux valeurs, 



R R 

( a 4) • • • tang*' = — -j, tang * = + . . . (a5) , 

ou celles-ci , 

(26)... tang* = -f-j, tang*=— -...(27), 

puisqu’autrement les deux axes n’en feraient qu’un : or si l'on 
, suppose que l’angle * se rapporte à l’aSymptote sur laquelle on 
compte les x' , et qu’ainsi l’angle a! soit relatif à l’autre asymp- 
tote, on déterminera ces deux lignes, en menant une tangente Fig- 
au sommet A, sur laquelle on prendra AB' =. — B, et 
AB = -f- B , ensorte que CB' et CB seront les axes asympto- 
tiques. Mais si on regarde comme positives les coordonnées 
des points de la branche AI Am, et conséquemment comme 
négatives celles de la branche M' A' m! , le rectangle sera 
positif dans toute l'hyperbole, ce qui exige que son coefficient 
soit négatif; condition qui est satisfaite par sin* négatif, les 
autres lignes trigooométriques étant positives; et alors on euy< 
ploie les valeurs (26) et (27). On a donc 



g* 

sln*.sin*' = — — —, cos*cos«' 



A 2 +B> 



A'+B*’ 



et pour transformée , 






Telle est donc l’équation d’une hyperbole rapportée à ses 
asymptotes prises pour axes des coordonnées. On déduira des 
expressions (aG) et (27) comparées aux expressions obtenues 
(71), que les diamètres égaux de l'ellipse , prolongés, deviennent 
les asymptotes d’une hyperbole construite sur les mêmes axes. 

# * 

Lorsque B — A , il arrive que 



tang*'. tang* -f- 1 = o. 



1 
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c’est-à-dire que les asymptotes sont à angle droit, ce qu’on a 

déjà vu (3o, 49, 58). 

77. Il nous reste à rechercher s’il existe dans la parabole 
des systèmes de diamètres conjugués par rapport auxquels 
son équation conserve la forme 

_y* =' apx : 

il est clair qu’on ne pourrait arriver à une transformée à deux 
termes , en substituant pour_y et xles formules 



y — 3 ? sina -f y' sina' , x=x'cosa-f-y cosa', 

puisqu’on n’introduirait que deux indéterminées, tandis qu’on 
aurait trois termes à faire disparaître; il faut donc en même 
temps déplacer l’origine , et conséquemment employer les sub- 
stitutions 

y =i-f-x'sin*-f-y sina', x = a + x'cosa-f-y cosa', 

d’où résulte la transformée 

y* sin* a' -f- ax'y' sin a sin * -f- x'* sin* a 
-J-aftsina' -pcosa')y-f-a(hsina-pcosa).i/ -f-&*-aap=o. 



Pour que l’axe des x' divise également toutes les cordes paral- 
lèles à celui des y , il faut que cette équation se réduise à 



_ a (pcosa fesina) £ 

SI n® rl* 



Sin* et 



(a8), 



et alors l’axe des y ne fait que toucher la courbe à l’origine , 
ainsi qu’il arrive à l’axe desy On a donc ces conditions, 

*inasina'=o, sin*«=o, b sin a! — pcosa'—o, b 1 — aap = o; 

la seconde de ces équations donne sina =so , valeur qui anéan- 
tit la première, et qui apprend que l’axe des x' est parallèle 
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a 1 axe principal de la courbe. Il ne reste donc que deux équa- 
tions pour déterminer a! et les coordonnées a et b de la nou- 
velle origin% , laquelle est sur la parabole .puisque la relation, 
entre a et b est celle même qui existe entre les coordonnés a- 
y t° us les points de la parabole ; l’une de ces quantités a , 
par exemple, sera donc arbitraire , et l’inclinaison de l’axe de» 
y sur celui des xf sera donnée par 



b 1 -f- p % aa -f- p ’ 
à cause de 6* = a ap. La transformée (a8) devient donc 



y® = ( 4 a + ap) x ' , ou y* = a p'x ' , 
en faisant aa -f-p = p'. 

78. Nous allons faire quelques applications de la théorie ex- 
posée dans ce chapitre , en généralisant les questions. 

Etant donnée l'équation 

5 y*-l-Gxy -f- 5 x* + 6 [/a .y + idÿ’a.x + 2 = 0, 

on prongMfe rapporter directement la courbe qu’elle repré- 
sente j^^^Ritre et à de» diamètres capables d’un angle dont 
la tangente = — J. 

* V 

D’abord , transportant l’origine au centre par les substitutions 

y= b +y, x ~ a + s'- 
en ^pavera pour ce* coordonnées, b= o, a = — ^/a, et pour 
transformée , 

5 y'“ -f- 6xy -f- 5 -r' 1 — 8=0; r 

reste à faire disparaître le terme du rectangle au moyen de» 
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formules qui font passer des axes rectangulaires aux «axes 

obliques , et qui sont 

) 

y' 3 = x" sin et ÿ sin *' , 

f n ■ i» / 

X = X COS *+y COS et . 



Le résultat de ces substitutions est l’équation aux diamètres 
conjugués 

( 5 sin* et' -f- 6 sin et' coset ' -f- 5 cos* et' )y"* * 

•+• (5sin* et -f- G siu * coset -f- 5 cos* et) x"* — 8 = o, 

sous la condition du* coefficient du rectangle égalé à zéro, la- 
quelle est 

5 sin et sin et' -f- 5 cos et cos et' -fi 3 sin ot cos et' -f- 5 sin <t' cos et=o , 
d’où l’on déduit après la division par cos et cos et' , 



5 tang ettang et' -f 5 -f- 3 tang et -f- 3 tang «.' = o ; 

or les diamètres devant faire entre eux un angle dont la tan- 
gente soit — 1 1 on a 



tang (et' 




tang et' — tanget 
1 -f- tifng » tang et ’ 



et 



de là 

5 tang et tang et' -f 5 — 3 tang et -f- 3 tang 




ces deux équations donnent 

tang et = o , tang et' = — , 
et la transformée devient 

£/* + 5x'*-8 = o, 



ou bien 



ï v "e ii_'l • S* 

B J 0 * "»0 ' 
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CONJUGUÉS. 
L’équation aux axes serait 



,e 7 



x’ = 4, 



et si on employait l’analyse du chapitre IX , on retombe- 
rait sur la meme équation aux diamètres, en prenant encore 
$ pour la tangente de l’angle qu’ils doivent Comprendre. 

Si on veut rapporter directement l’hyperbole de l’équation 

y — 2 xy — l* + gç :0 

à ses asymptotes, en observant que l’origine est au centre, on 
emploiera les formules 

y — x ' sin <* +y *' , x = x' cos * + y cos *! , 

et on trouvera ces conditions d’évanouissement des carres des 
variables 

cos* et — sin* ce -f"2 s ' n *cos«__o ( 
cos’et' — sin*et' -j- asinet'cos*' = o : 

I 

1 une d elles fera donc connaître les deux angles et, a! . La 
première donne 

tang n~ i ± i/a ; 

donc 

tang sc =: î -f i/s, tang ce' = î— j/a. 



^ous prendrons ici ( 76 ) sin a! négatif, et coset' positif. On 
déduit de ces valeurs des tangentes 



sin a. z 



cos a: 



1 - 1 - l/a 



V 3(3 +- 1 / 2 ) 

1 

V/2(a + i/a )’ 



sin a 



COSet = 



1 — 1 /a 

V* (a — 1/2)’ 

• 1 

V e ( 2 — l?2 ) ’ » 



ensorte que la transformée 

(sin et sin a ! — cos a cos et' — sin et'eos et — cos it'sin a)x’y'- f- 1 = 0, 




* •** ' 
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devient par ces substitutions , 

x'y — i. 

Si on eût employé la formule des asymptotes ( 5o ) , on au- 
rait trouvé pour équation de ces lignes , 



_)'=(! ± \Za)x, 
et conséquemment encore 

tang a. — i ± [/ a , 

d’où résulte 



tang a tang a' -J- i = o ; 

les asymptotes sont donc à angle droit, ce qn’annonce la forme 
même de l’équation. 

Les élèves pourront s’exercer à rapporter la parabole 



y* — axy + or* — ay — 1 = o , 



à un système de diamètres conjugués capables d’un angle dont 
la tangente = i : ils trouveront pour les coordonnées de l’o- 
rigine , 

a = — i , b — o. 



puis 



tang ac = 1 , tang a' = oç , 



et pour équation réduite, 

y' 3 — x = o : 

ils observeront qu’à l’équation de condition sous laquelle le 
rectangle disparaît, et qui est 

tanga (tarif a' — i) — (tanga' — i) = o, d’où tanga=i, 

/ 

pn doit joindre celle-ci, tang (a' — a) = t. 
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Théorèmes généraux sur les courbes du premier 
degré et Problèmes. • 

79- L’équatioN générale du second degré à deux variables , 
divisée par le facteur de_y* , ne renferme plus que cinq coeffi- 
ciens; si donc ils sont inconnus, les données de cinq points 
suffiront pour les déterminer , et un nombre moindre de points 
n’assujétira pas le cours de la courbe. 

Les évaluations deviendront plus faciles, si on fait passer 
les axes des coordonnées par deux des points donnés. Ainsi 
les coordonnées des points en question étant 

*’= o , y= o ; x r où x ,T = o,y , - > x*, y"; x", y"\ x', /= o. ^ 

l’axe AX sera mené par x' ou x 1T , x / ; et l’axe AY par x”, 
y ,r . L’équation générale . • 

y‘ + oxy 4- bx % -f- cy + dx +/= o 

donnera cette détermination, pour x T = o, y = o, 

f=o: 

pour x'* = o , y" , l'équation se réduit à 

y"* + «y ,T +/= o ‘» . 

pour x m ,y", à 

y" 3 -f - ox*y 4 - éx** 4- çy* 4* dx" 4- f — o; 
pour x*, y", à 

y* 4- ax’y" 4 - bx’ x 4- çy" 1 4* dx" -j-f = o ; 
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enfin ponr x', y' = o, à 

Ax' '* -f- dx + f — o. 

« 

On observera que ces équations étant du premier degré en a , 
b, c , d, e et f, les déterminations de ces inconnues seront 
toujours possibles. Par la première de ces équations , f est nul, 
et par la seconde, c= — y T î il est donc facile d’éva- 
luer les autres coefficiens. La courbe de l'équation générale , 
apr<s la substitution faite des valeurs de a, b, c,d,f, pas- 
sera par les cinq points donnés. 

80. Soit BCmM la courbe de l’équation 

y 4 - oxy 4 - Ax* 4- cy 4- tür 4-/= o, 

Fig. Ci. rapportée aux deux axes AX , AY, faisant entre eux un angle 
quelconque : mise sous Cette forme , 

y 4- (or 4- c)y 4- (.bx* 4. dx +f)= o. . .(1) , 

le coefficient ax -f- c <lu second terme est égal à la somme 
Pm 4- PM des racines, et le troisième terme est lé produit 
des mêmes racines , c’est-à-dire , Pm X PM , ensorte qu’on a 

or 4 c — P™ 4 " PM ( a ) > 

Ax* 4 -dx -\rf —Pm X PM. . . . .( 3 ). 

Supposons que x — p, x — q soient les deux facteurs dn 

d f 

trinôme + : on aura donc 

o b 

(x — p) (x — q ) = i Pm x PM . . . ( 4 ) ; 

mais pour y= o, l'équation (1) se réduisant à 

x* 4-| x 4- | = 0= (x — p) ( pc — q) , 

on a xxxzp r=z AB , x — q — AC , et conséquemment 

x — p — DP , x — q — CP, ensorte que l’équation (4) 
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donne cette propriété , 

1 



>7i 



ou 



PB X PC = ^Pm X PM, 

♦ 



Pm X P 3/ , 

p/? x pc — 6 ' 



.( 8 ). 



Dans la parabole, le diamètre Fil que nous prendrons pour 
axe des abscisses, et que nous supposerons diviser également les pig.Gj, 
transversales de la courbe , la rencontre au point a que nous 
prendrons pour origine, et en un autre point infiniment 

éloigné ; ensorte qu’on aura ici les quoticns constans ~~ - V — . 

L Pn X 00 

pm . 

p'a X go ’ etC- > et comme lls sont e çaux> °p peut donc poser 

P3/* = — X Pu ; * 

pa 

X 

désignant par a// le rapport constant —, et faisant PM=y, 

• pa • P 

aP = x, on a cette équation, 

y = ap'x, 

qu’on sait être celle de la parabole. 

Dans l’ellipse, le diamètre FH analogue au précédent ren- 
contre la courbe en deux points a et a.' : faisons Ca=Ca'=A' Fi 8- 6J - 
Cx = Cx zx B' , et nous aurons. 



PM 



q£x ff* 

a' CaXCa'^* A'* ' • 



PaXPa' CaxCa' A' 

posant Paz —x, d où Pa! = a A' — x, nous trouverons pour 
équation, 

c'a 

y = j^^a'x— x*). 
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Dans l’hyperbole , la propriété devient 



fig Si- 



PM 

— — j-—. = constante -, 
• P a. P a 



or on peut toujours supposer cette constante égale au rapport 
entre une surface B '* et le carré Ca que nous désignerons 
par A' 1 \ conséquejuuent 

y‘~A^ (a A'x + x 3 ) 



81 . Ce théorème qui n’est qu’un cas particulier d’un autre plus 
général, lequel est applicable à toutes les courbes du premier 
degré, nous a fourni le moyen de déduire de l'équation géné- 
rale à six termes, des transformées à deux et à trois rermes qui 
ont la même étendue de signification , et cette réduction n’a 
pas exigé l’emploi des formules qui servent à opérer le dépla- 
cement de l’origine et le changement de position des axes : 
cependant il faut observer qu’il ne prouve que l’existence des 
transformées. 

8 a. Il résulte du théorème qui vient d’étre démontré, que 



A'HxHC_i A'JXTC 1 A"Kx.KC i 
BU X HC' ~ b' DJ X "ÎF b’ UK xATi’®" 

pour s’en assurer, on supposera l’axe AX transporté paral- 
lèlement à lui-même en A'X ' , A"X“ , etc. , par la substitution 
y — m —y' dans l’équation du second degré ; et en partant 
de cette transformée , on sera conduit aux propriétés énoncées. 

On voit donc que , dans une section conique, si deux cordes 
se coupent , les produits des sqgmens de rune est au produit 
des segmens de l’autre dans un rapport constant. Si la courbe 
est un cercle, auquel cas b — i , à cause de A — B (38 ) , on 
retombe sur cette propriété connue , que deux cordes dans le 
cercle se coupent en partie réciproquement proportionnelles. ' 
83. Nous sommes maintenant en état de résoudre graphique- 
ment cette question : . 
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Décrire une section conique qui passe par cinq points donnés. 

Soient ces points^, B, C, D, E: menons AC, JiE , 
qui se couperont en H , à BE la parallèle DI qui rencontrera 
AC en /, puis à AC la parallèle EK qui rencontrera la ligne Fig. 65. 
DI en K. Prolongeons ID jusqu’en F, et EK jusqu’en G, 
de manière qu’on ait 

Alix HC ACxIC EK X KG . ' . 

BUx HE~~ FI X ID F K X KD' ‘ 

* 

et les points F et G appartiendront à la section conique. 

Qu’on coupe AC , EG en deux parties égales , en 2V et O , 
ainsi que BE et FD en L et M\ les lignes KO, et LM se 
couperont au centre de la section , puisque chacune d’elles 
divisera en deux parties égales deux cordes parallèles ( 74 ) • 

84- Proposons-nous maintenant de trouver les coordonnées 
des intersections des lignes représentées par les équations 

y ~ï x > ? +<*y=JC , + fc: 

à cet effet, on éliminera x et y entre ces deux équations , ce 
qui donnera 

x — o, y — o-, x = — b, y = — a; 

ainsi la droite rencontrera la courbe dans deux points. Le 
centre de l’hyperbole a pour coordonnées 



b a 




et comme elles satisfont à l’équation de la droite , il s’ensuit 
que cette ligne passe par le centre de l’hyp’erbole. La substitu- 
tion de jX pour y dans l’équation de la courbe, donne 
a' a* 

-x» -f- jx = x*+£x. 



4 
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et pour xtz ao , 

— x* = x* ; d'où a — b; 
tr • 

ensorte que les proposées deviennent 

y = x , y * -|- ay — x* — ex = o ; 
la première est facteur de la seconde qui se change en 
Cy— x)(y + x + a)=o: 

l'hyperbole dégénère donc en deux droites qui passent par le 
centre, et qui sont perpendiculaires l’une à l'autre en ce point : 
aussi sous l'hypothèse a= b , il arrive que les asymptotes de 
l'hyperbole donnée se changent dans les deux droites 

y = x, y——x — a. 

Chérchons maintenant les coordonnées des points qui peu- 
vent etre communs aux courbes représentées par les équation* 

y * — axy -f- ax* — ay — ax = o , 
y * — a xj -f- ax*’ — ax = o : * 

l’équation linale résultante de l’élimination de y , est 

a(x— 1 )x = o, 

et le diviseur commun 

y ax — o. 

i 

Les Systèmes de solution, c’est-à-dire, les coordonnées des 
intersections sont dc«ic 

x = o, y -o-, x— x, y=.a. 

Conséquemment ces deux courbes ne se coupent qu’en deux 
points. Les diamètres de ces ellipses, donnés par les équa- 
tions proposées résolues par rapport à y , sont parallèles. 
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Soit le système des deux équations 

• * * 

y* — a xy -f- x* — o.y — i — o, 

y* — axy-f-x* -f-x= o, 

qui représentent des pacaboles. L’équation finale enx est 
gx* -f- îox -f- 1 = o , 
et le diviseur commun » 

ay -f- x -f- î = o. 

On a ces solutions , 

x = —i,y=o-, x=—' f , y=z — f. 

Les deux courbes se coupent donc en deux points ; et on trou- 
vera que des quatre diamètres parallèles , deux se confondent. 

Nous prendrons pour dernier exemple une ellipse et une pa- 
rabole , représentées par 

y * — axy + ax’ — ay - f- ax = o * 
y* — axy -f- x’ -f- x = °. 

L'équation finale est 

x*. — ax 3 -f- a? -f- 4* = o ; 

le diviseur commun , 

a y — x* — x = o , 

et les systèmes de solutions, 

x = o, y =o; x = — i,y=o. 

Les deux autres racines de l’équation enx sont imaginaires à 
•avoir , 

x=â|d:i- y/— 7. 
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Ces exemples sont plus que sulfisans pour diriger l’élève dans 
la solution de ces sortes de questions qui , à proprement par- 
ler, appartiennent à l'élimination qu'on combinera ici avec la 
discussion. , 

85. Nous venons de trouver 

v 

X 4 SX 3 -f- X* -f- 4 X = °> 

pour résultat de l'élimination de y entre les équations d’une 
ellipse et d’une parabole, et nous savons que les racines de 
cette équation finale , sont les abscisses des intersections de 
ces deux courbes : on voit donc que la question de cons- 
truire géométriquement les racines d’une équation, ramène 
à la recherche des abscisses des points de rencontre de deux 
lignes du second ordre, dont les équations ont la proposée pour 
équation finale : mais comme de tels systèmes d’équations 
sont en nombre indéfini , on pourra prendre arbitrairement 
l'une des deux courbes. Supposons, pour exemple, 

x* + 4** + 3x* — 4* — 4=0, t 

et pour l’une des courbes , celle qui a pour équation 

x'—py, 

on en déduira 

x* = p*y % ; 

et substituant ces valeurs dans la proposée, on trouvera cette 
équation de la seconde courbe 

pY + 4py* + % — 4x 4 = o, 

qui est une hyperbole. Si nous faisons, pour simplifier, pt=n i , 
les équations à construire seront 

• ± , =y\ y' + 4xy+3y— 4x — 4 = o: 

la première est une parabole construite sur l’axe desjr, pria 
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pour axe des abscisses : la seconde , résolue par rapport à y , 
donne 

SJ. V 4- Jôx -f- 9.5 

y=— ax— ,d= J 

c’est-à-dire f 

y = i,y = — 4-r — 4- 

Les abscisses des points dans lesquels ces droites coupent la 
parabole , sont les racines de la proposée : on s’en assurera , 
en écrivant dans l’équation de la parabole , les valeurs de f 
trouvées plus haut, et dont les substitutions dans x î =_y, 
donnent 

x* — i=o, x“ -f- 4* + 4 — o 
équations dont les racines 

x=± x, x = — 2, x — — a 
sont en effet celles de l’équation donnée ; les deux dernières 
x= — 2 font voir que la droite y = — 4 X — 4 touche la 
parabole , puisqu’elle n'a qu’un point commun avec cette 
courbe. * 

Pour construire l’équation 

x 4 — px‘ — qx — r—o, 
on pourra prendre arbitrairement celle-ci 

• x*=ay 

et on en déduira 

c’y 1 — pay — qx — r~o 

équation d'une autre parabole. Les racines de la proposée se- 
ront les abscisses des intersections de ces deux courbes qui 
pourront être au nombre de quatre. 

Les élèves ont pris dans ce que nous venons de dire une 
idée de la solution de ces sortes de questions, et du parti qu’on 
peut en tirer dans la résolution des équations des troisième et 
quatrième degrés. 
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PROBLEME 



CHAPITRE XI. 



Des Tangentes , normales, soutangentes-, sou- 
normales aux Courbes du premier degré. 

86. Les courbe* du premier degré , rapportées au sommet 
et à ua axe principal , ont pour équations 

y x = mx -f- nx' , • 



, ■ , , sfi* B x 

les quantités m et n étant — y et P our » ellipse , 

A A 

— pour l’hyperbole ; xp et o pour la parabole. 

A* 



— a B' , 
A * 



87. Nous considérerons la tangente comme une sécante dont 
les deux points d’iutertection se réunissent en un seul, ensorte 
que , dans cette position , elle n’a plus qu'un point commun 
avec la courbe qui est tout entière située d’un même côté par 
rapport à cette ligne. 

Un des points par lesquels doit passer la sécante , étant é , 
y' , on dira que ce point est sur la courbe 



y’ — mx -f- nx‘ 

en écrivant 

y'‘ — mxf -f- né 1 ', 

la sécante devant aussi passer par ce point , son équation 
sera de la forme 

y —y' = a(x—x'), 

a étant la tangente de l’inclinaison de la droite sécante sur l’axe 
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des abscisses , et il s’agit de déterminer a , d’après la condition 
que la sécante devienne tangente. 

Cherchons généralement les coordonnées des intersections de 
la sécante avec la courbe; elles doivent satisfaire en même 
temps aux trois équations précédentes; car les points aux- 
quels elles appartiennent , se trouvent en même temps sur la 
courbe et sur la droite : en retranchant la seconde équation 
de la première, on obtient celle-ci, # 

•Cy — y ) Cy +/ ) = n ( — ■ x ' ) (■* +• x ' ) + m ( * — ) ; 

mettant pour^ sa valeur y' -f- a(x — x') , tirée de l’équa- 
tion de la droite’, on trouve , après avoir fait passer tous les 
termes dans un seul membre , 

(x — x') { ucy r 4-û a (x — x') — n(x -f- ae') — m ] =0 ; 

équation qui , donnant deux valeurs de x , apprend qu’une 
droite peut couper une courbe du premier degré en deux points. 
L’abscisse d’une des intersections, donnée parx — x'=c, 
est x = i', valeur qui, substituée dans l’équation de la droite , 
donne y = y' , ce qu’on savait d’avance: l’antre facteur 
égalé à zéro , donnerait l’abscisse du second point d’inter- 
section, au moyen de la quantité a qui est inconnue, et l’on 
sent en effet que la première quantité dépend de la seconde. 

Dans cette recherche, on ne connaît pas la direction de la 
tangente ; on sait seulement qu’elle doit résulter de la coin- . 
cidence des deux intersections : conséquemment , si nous fai- 
sons x = x / dans le second facteur égalé à zéro, pour dire 
que le second point x , y vient se réunir au premier asé-, y' , 
qui est celui de tangente , la valeur correspondante de a sera 
celle qui convient à la tangente. On trouve ainsi 

, , ,, , anx' -f- m 

uay — anx — m = o, d ou a— — . 

*> 

Par cette valeur de a, l’équation de la sécante se change dan* 



\ 
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celle de la tangente, qui est donc 

a nx' + m 



y— y =■ 



*y 



(x — x'). 



88 . On appelle normale une perpendiculaire à la tangente au 
point de tangence : cette ligne devant passer par le point x', 
y' , aura une équation de la forme» 

. y— Y = a'{x — x'), 

et parce quelle doit être perpendiculaire à la tangente , on a 
(pag. 25, prob. 4°) 

»y . 



a = ■ 



a/w/ -(- ; 



conséquemment , la normale est représentée par 



_y_y = _ 






2 nx' -f- m 



(X — x'). 



89. Si dans l’équation de la tangente, on fait^c=o, l’ab- 
scisse correspondante sera celle de l’intersection de la tangente 
Fig. CG. avec l’axe , c’est-à-dire , AT : on aura donc 

/ ay'* 

x — x = -K 

m -j*2nx 

ci l’on considère que xr=AT est nécessairement d’un signe con- 
traire à. AP— A, on reconnaîtra que x-x —AT-\~AP-==.TP, 
qu’on nomme soulangente , parce que c’est la portion de l’axe 
des abscisses , située au-dessous de la partie TM de la tan- 
gente : le signe — qui précède PT, indique que cette ligne doit 
* être d’un signe contraire à' celui de 2 nx' -f- m ou de a , l’or- 
donnee_y' étant positive ; comme on sait toujours de quel côté 
on doit porter cette soutangente , à partir du pied de l'or- 
donnée , nous ne considérerons ici que sa valeur absolue. 

L’hypothèse y = o, dans l’équatiôn de 1a normale, donne 
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or x = AN, x' = AP ; donc x — x' — PN, qu’on appelle 
sounomtale , comme portion de l’axe des abscisses , située 
au-dessous de la normale MN. 

La portion de tangente , comprise entré le point de contact 
et l’intersection T avec l’axe des abscisses, est 



TM 



y' 

m -J- 2 nx' 



v /40 + 1 >y 



La longueur de la normale, mesurée depuis le pçint de 
contact jusqu'à l’axe des abscisses , est 



mn = ! 4 ( n + 1 )y* ~f~ m ‘- 

90. De ces valeurs générales on passera facilement à celles que 
prend chacune de ces lignes pour chaque courbe en particu- 
lier , en substituant les expressions convenables de m et de n : 
on aura de cette manière, en ne considérant que les valeurs 
absolues , ou abstraction faite du signe , 

Pour l’ellipse, 



nAx’-x!' , « / /a Ad — /’V 

‘“““8 = 7Z7' '"3 =1/ y +{ JXi ) • 



B » 

sounorm — — ( A-x' ) ; norm 

• Jl 



=4 /> 






Pour l’hyperbole , 

OiArd — X' 1 1 / . ; f xP’-’iAx's^ 

40utang = ____ , tang=|/ r y'+ï-r-.-) , 

= ^iC x—A), norro=J/^/*+^;(a/— A)*-, 



«sounorm 
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soutang 



sounorm 



Pour la parabole , 

= ax' , tang = 2 |/^ x'{x! + Q. 
= p, nonn = 2 p(x' + 



Ces abréviations tang , norm , expriment les portions de la tan- 
gente et de la normale , à compter du point de contact jusqua 
Taxe des abscisses. 

Lorsqu’on voudra employer toutes ces expressions pour une 
abscisse donnée , il faudra remplacer y par sa valeur en x , 
donnée par l’équation de la courbe individuelle qu’on considère. 

qi. On transportera l’origine des coordonnées du sommet au 
centre de la courbe, en posantpour l’ellipse et pour l’hyperbole. 



x? —A x* , d’où a Ax‘ — x'‘ = A' — x **, 

ensorte que les expressions précédentes énoncées en coordon- 
nées comptées du centre, savoir , x" , y", deviennent, en ne 
prenant que les valeurs absolues , 

Pour l’ellipse, * , 



«outang 




sounorm = — 




, tang = J// » 
norm = /*+ ■»**• 



Pour l’hyperbole. 



N 



— A* I / fx 

soutang = p , tang = y '+ ^ — p — J , 

= 1 / 



" H 

sounorm =r. — x, norm 



B * 

Âi~ 



/*+ -* 



Pour passer de l’ellipse au cercle, et de l’hyperbole ordi- 
naire à l’hyperbole équilatère, il suffit de faire Bxx A. On 



l 
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remarquera que le produit de la soutangente par la sounor- 
inale doit toujours rendre y*. 

qa. Si l’on rapporte au centre l’équation générale de la tan- , 
gente, en faisant toujours x’ = A- f-x' et x'x=A- f-x , on 
trouvera qu’elle est pour l’ellipse , 

, B'x\ 

. )» 

laquelle se réduit à a 

A*ÿy + B'x’x = A l B\ 

en observant que A*y’* -(- B*x"‘ = A X B % ; et pour l’hyper- 
bole, ! . / 

B % x“ • 

y-y'=+*j (*-*’>• > • 

qui devient , d’après- l’équation de la courbe pour le pcàt 

M N 

* >y , 

A'fy — B'x"x = — 

Pour la parabole , il suffira de faire n = o , m = ap dans 
l'équation générale de la tangente , d’où résulte 

y y = p(x + x'). 

g3. Ces équations des tangentes , dans lesquelles x", y sont les 
coordonnées générales , deviennent les équations même* de9 
courbes , lorsqu’on change x en x" , et y en y" , ce qui doit 
êtçp, puisqu’alors le point x, y est sur la courbe. 

q4 Dans l’analyse précédente , le point par lequel on menait Fig. C7. 
la tangente , était donné sur la courbe j nous le supposerons 
extérieur, et nous considérerons, en particulier, l’ellipse, 
parce qu'il ne sera pas difficile d’étendre aux autres courbes 
ce que nous dirons de celle-ci. 

Soit xf , y le point M' par lequel ou doit mener latan- 



4 
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gente , soient x , y les coordonnées inconnues du point de 
tangence; on aura les deux équations 

‘ Ay y ’ -f «Vx* = A'B\ 

A‘y" x -f- B x x" x — A‘B X , 

dont la supérieure dit que le point x' , y' est sur la tangente : 
« on retranche la première de la seconde , on trouve cçlle-ci, 

( y"\-y'y") + ^(x"= _ x'x* ) = 0 , 

qu’on peut écrire ainsi , 

A(y'-y~y+B>(ï> y - */•+*** ' 

Qu^m fasse 

• y Hr+ r, v=£+ *, ■ ' 

et on aura cette transformée , ' *• 

A X Y X -f B*X X ~ — y.'.. + B ' x '\ ...... 

4 ■ • 

Cette courbe est une ellipse dont les coordonnées du centre 

x' ÿ x 

sont P° ur en connaître Jes demi-axes, on fera succes- 

sivement A' = o, Y~o, d’où résulteront 

4 a* ~ ' 

~ . 4 ^ 

Par ces substitutions, l’équation précédente deviendra 

A'Y 1 + ir* a» = J 
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On connaît donc le centre et les axes de l’ellipse qui coupera 
l’ellipse donnée dans les deux points de tangence, cherchés. On 
construira ces demi-axes par le triangle-rectangle ; car on a 



^(O'+Gr-)^ 




On déduit encore des valeurs ci-dessus de A '* et de B ' % , cette 
relation , 

4^ a = ^a'\. d’où ~ «= Ç, 

ainsi les axes de la seconde ellipse sont dans le meme rapport 
que ceux de la première. 

$5. Nous résoudrons quelques problèmes dont la solution est 
fondée sur l’analyse de^ tangentes. 

i°. Soient quatre points A, B, C, E, et une droite AF Fig. 68. 
donnée de position ; assujétir une section conique à passer par 
ces quatre points et à toucher la droite au point A. 

Ayant mené’la droite AC , qu’on prendra pour l’axe des 
abscisses , et la droite BE , à laquelle l’axe des y passant par 
A soit parallèle , A étant l’origine , on aura pour ce point 
x — o, y = o , ensorte que l’équation de la section conique 

a + bx -f- c.t? -f- dy -J- exy 4-_y* — o. . .(il/) 

sera réduite à 

. bx -f- ex* -f- dy -f- ex y = o. . . ( A r ). 

et on aura cette première condition 

a = o...(i), 

Pour le point C, on ay = o, x — AC —f, et de là, 
bf+ cf‘±zo , d’où b.x=— cf.. .(a). 
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dont la substitution dans (TV), donne 

— cfx -f- ex' + dy + e x y + y* ~ 0 (P) • 

Pour B , x — AH ■=. g , _y = 5// h , easorte que la dernière 
équation devient 



— <fg + c g* + dh + e S h + A* =o. . .(3). 



Enfin pour le point E , x ~ AH — g , y — IIE — — k 
l'équation (P) se change donc dans celle-ci, 

— cfg + cg* — ék — egk + k\ . .(4). 

Retranchant (4) de (3) , il restera K 

dh -f- egh 4- h* -f- dk -f- egk o : \ 

divisant par h+%, le quotient sera 

d-\- eg h — /« = o ; 



si on le multiplie par h , et qu’on retranche le produit de (3), 
il viendra 

— cfg -f hk =o ; 

d’où l’on déduit 

hk 

ensorte que 



a = o, b = 



fhk hk 

gif-gY f ~ g(f— s)* e 



k—h— d 

g 



Nous déterminerons le dernier coefficient d, d’après la condition 
que la section conique touche la droite AF en A. L'équation 
de la droite AF, rapportée à l’origine A et aux axes de la 
courbe, est 

en observant que 

_ y II F p 
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et faisant HF—p : si Von substitue cele valeur dey« dans (N), 
l’équation résultmte donnera les abscées x des intersections 
de la section colique et de la droite, st on aura, apres les 
rédactions , 

( dm - cf ) 

s = o, ar = — c+ e „_j_ „/• 

mais la droite deviendra tangente er*A , si le second point 
d’intersection dent se réunir au poin vf (chap. 87), qui a 
pour abscisse oc — o; il faut donc qiün ait 

( dm ~~ cf) — ^ don dm — cf—o,\ 

c -f- em « 

et de là on déduit 

, _ cf _ c fï __ P~ *■ 
m P p(f~g ) 

Tous les coefficiens a, b, c, d, e étnt ainsi connus, on 
peut construire la section conique panoints. 

a®. Supposons enfin que l’on donne lelrois points A , B etC , *"'S- 
et la position de deux droites qui doivenêtre touchées , dans les 
points A etC , par la section conique qi passe par A , B et C. 

En conservant les désignations ci-desus des coordonnées de 
A , B et C, on sera conduit aux équtions 

a — o, b — — cf, — - cfg -f- cg 2 -\dh -f- egh -f h' = o ; 

Pour simplifier cette analyse, nous irendrons la ligne AT t 
elle-même, pour axe des ordonnée, elle aura donc pour 
équation x = 0 , et les ordonnées es intersections de cette 
droite avec la courbe , seront 

y — o, y ^-d, 

et conséquemment d ~ o sera la cadition sous laquelle A F 
touchera la courbe en A : ainsi les rois équations précédem- 
ment obtenues deviendront 

o = o, 6 = — cf t — cfg+g*+ e g h 4 -A a = °- 
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ROBLEME 



m “ * 

La section conique doittoucher en C la ligne CT, qui a pour 
équation 1 




écrivant cette valeur diy dans 

bx + r a + exy + y* — o , 

on aura ces deux abscises des intersections ce la courbe et 
de la droite , 



* = (cP- e gf> ) 

► '(g* — egf+cf*) 

Pour dire que les deujpoints se réunissent en un seul, il fau- 
dra poser * 

C P — o , d’où e ~ 

ë 

par cette valeur de e celles de x deviennent égales , et cha- 
cune d’elles est 



x ~f— AC t . 

ce qui doit arriver. La;ection conique, assujétie aux condi- 
tions énoncées , a donc our équation 



tfx^Cx' + Zzy+y* 



, 3 # . Si Pon suppose, qune ligne tourne sans cesser d’être 

tangente a un cercle d,mé, et de manière que le point de 
contact reste le même se la tangente , en variant de position, 
sur e cercle , trouver la ourbe que décrit dans ce mouvement 
un point donné sur la tagente. 

Soient^ x" ,.y" les cocdonnées variables du point de tan- 
gence ; a. , y celles du pint pris sur la tangente : en obser- 
vant que le point x' ,y' et sur la tangente, et que lafertion 
de cette tangente compris, entre les points x", y", x ,y est 



t 
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constante d’après l'îuoncé , on a cestrois équations , 

y* -f- s“* — R * , 
y'y" +x'xT = R\ 

Cy" — / )* + ( x" — ■* )’ = 

Si de la première on retranche le rouble de la seconde , et 
qu’on ajoute d«pait et d’autre y‘ x — a/*, on trouve 

(/ -y y - r c x" - x' y =- a* + y + a/* ; 

et d’après la troisième, ^ 

m‘= — R'+y*+afr, 
ou 

y r> -f - x ' 1 = R 1 -f- m* , 

équation d'un cercle dont le rayon = {/ R 2 -f- m*. 

Il est bon d’observe: que c’est pail’élimination des coordon- 
nées zf , y" du point de contact qu’on rend arbitraire la 
position de la tangente, et qu’on e:prime Usine des conditions | 
de l’énoncé. 

4°- Trouver sur l’ ellipse un poiit de tangence tel, que la 
• tangente prolongée jusqu'à la rencntre des axes , soit divisée 
en ce point, dans le rapport de m 1 n. 

Désignons paf x" , y“ les coordonnes inconnues CP" , P” M" Fig. 67 . 
du point de tangence : on aura , d’près l'énoncé , 

m : n :: TP" P"C : 

or TP’ est la sous-tangente dont rn a l’expression en .r"; de 
cette équation et de celle de la ccurbe , énoncée en x" , y" , 
on déduira les coordonnées du poiit cherché. 

5°. Trouver le point de l'ellipse ■jour lequel la normale sait 
égale à une ligne donnée. 

Si on désigne par -n la longueur ce la normale; on aura pour 
calculer les coordonnées x" , y" du point cherché, les deux 
«quations 

AB 1 = A'ÿ'* + 3 a x"\ 

ni =y ,i +%-‘ 

j 
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CHAPITRE XII. 



Fig. 70. 



Lu Cercle. 

g6. IN|" ous rechercheras d’abord l’éqiation la plus generale 
du cercle , c'est-à-dire , ‘expression analytique de la loi de 
génération de cette courte. 

Soient donc AX , AY les axes rectangulaires auxquels on 
rapporte la position 'des pints de la crurbe \ x , y , les coor- 
donnéesd’une position quiconque du noint décrivant 3/T, 3! ,y 
celles du point fÜke C : lalistance corstante de ces deux poilus 
sera , en désignant le raya par r, 

A—fM l -\-^c'={yiP — cp , -y +(AP—AP'y, • 

et conséquemment » 

r»— ( 1 ). 

Telle est l’équation de la ;irconférence d’un cercle , décrite 
du point xf , y' comme ceitre avec le rayon r. 

Soit x' = r , ou CQ = CR : l’axe des^ touchera le cercle 
au point R , et l’équation frendra cette forme plus simple , 

y* — vy'y x’ — arx = 0 (a). 

Si l’on suppose, en mtme temps, y'"— r , c est-à-dire . 
CP' = CR ' , l’axe AX s«ra à son tour tangent au cercle ea 
R' , et on aura -pour équation 

y* — ary -f- x ! — arx ■+■ Y 1 ~o (3). 
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Mais si l'axe AY étant toujours tangent en R , l’axe AX passe 
par le centre , alors y =o, et l’équation (a) prend la forme 

y* 4 x* — s rx = o (4)- 

Enfin, si lesdeux axes passent par le centre , x'=o,y' =0 , 
et l’équation sq, réduit à la suivante , » 

y + * , = r* (5) , 

remarquable par sa symétrie et sa simplicité : c*est celle dont 
on'se sert plus fréquemment. 

97. De l’équation générale (1), on déduit cette conséquence : 

Trois conditions non identiques, comme trois points non en 
ligne droite , déterminent une circonférence de cercle de gran- 
deur et de position. En effet , dans cette question , les coor- 
données du «entre et le rayon de ce cercle sont indétermir^s , 
et l’équation (1) pouvant être mise sous la forme 

y* 4 Ay 4- Bx 4 C = o, 
oc a pour évaluer A , B, C, les trois conditions distinctes 

y* + + */ +Bx' +c=o, 

y'* 4. x** 4 Ay" + Bx" + C=o, 
y** 4. x** -f Ay m -f- Bx" + C = o, 

x' , y ; x" , y ; x" ,y m étant les coordonnées des points donnés. 

98. Passons à la solution de quelques questions. 

i°. Un point étant donné à l’égard de deux axes perpen- 
diculaires entre eux, déterminer le lieu des centres de tous les 
cercles assujétis à passer par ce point et à être tangens à l’un 
des axes. 

Soient x', y' les coordonnées du point M donné, x, y Fig;i- 
celles du centre, et r le rayon : il s’agit de déduire des deux 
conditions énoncées une relation entre les coordonnées varia- 
bles x, y. Puisqu’il s’agit d'un cercle passant par un point x'. 
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ig* do cercle; 

y , dont le centre esta:, y , et qui a pour rayon r, on aura 

l’équation 

C/— .?)* + (*'— ■ *)* = »*•. 

mais ce cercle devant toucher l’axe ~AY , on a CR~x — r; 
donc 

(/— y )* + (*'—*)»=** u 

et faisant les opérations indiquées et les réductions. 



y' — a y y — a r'x -f- y ' 1 -f- x' a = o. 

La courbe de cette équation est du genre parabolique, parce 
que le terme du rectangle et celui de x a manquant à la fois , 
on a le caractère B 1 — ^AC-=.o : la parabole est donc le lieu 
des centres des cercles qui jouissent de la propriété énoncée. 

Lorsque l’axe des abscisses passe par le point donné , on a 
y' *= o , et l'équation précédente se simplifie et devient 



y* = üx'x — x '\ 
x' 

Poury^ = o, on trouve x = — — A' S ; si donc on suppos* 
x= ^+ Xz=A'S +SP * 

on trouvera 

yxzax/X, 

et le sommet de la parabole sera en S : si dans la première 
équation, on fait x <[ — , les ordonnées y deviennent ima- 

f 3 

ginaires , et pour x = x' = AM, on a 

# y -— • ' 

prerjîint donc MR — MR! ~ x' , les points R et R’ seront à 
la parabole : ainsi on aura trois points R, S, R' de cette 
courbe. 
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a*. Trouver les coordonnées des intersections successives de 
deux droites assujeties chacune à passer par un point donné , 
et à se rencontrer sous un angle donné et constant. 



Soit m la tangente de l'angle donné , et , pour simplifier les 
calculs , prenons les points donnés sur l'axe (les abscisses , et 
l'un d’eux a l'origine. L’équation de AM est 



l'ig. ;s. 



celle de MC , 



y = a *, 

' y — a! (a;— a/), 
x' étant AC ; on aura 



d’où l’on tire 



a ~ 



— cl — a 
: i — ad * 

m -f- a' 



ma — i 



Si l’on substitue cette valeur de a dans l’équation de AM, il 
viendra 

m -f- a' 

y— x. 

J ma — 1 



Qu’on élimine a' au moyen de cette équation et de celle de 
la droite CM , et on parviendra à une relation entre les seules 
coordonnées x et y des points pour lesquels la tangente de 
l’angle entre les deux lignes, est m : le résultat de cette élimi- 
nation est 

y* -f- — ■ x' x — ~ *!■ — o. 

J m 

Lorsque l’angle des deux lignes est droit, m = oo , et la 
relation précédente se simplifie et devient 

y* -f- — x’x = o. 

Ces deux équations sont celles d’un cercle dont tous les points 
Elément de Géométrie. i3 
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194 bu cercle: 

considérés comme sommets d’angles qui s'appuient Sur AC 
comme corde ou comme diamètre, jouissent en effet de la 
propriété énoncée. 

3°. Trois cercles inégaux étant donnés de grandeur et de 
position sur un plan , si en les considérant deux à deux , on 
leur mène des tangentes extérieures jusqu à ce quelles se cou- 
pent, les trois points d’intersection qu’on obtiendra de cette 
manière , seront en ligne droite. 

Nous prendrons pour axe des abscisses la ligne qui passe par 
^jdeux des trois centres, par A et C, par exemple. On sait que 
cette ligne passe aussi par le point de concours R de la tan- 
gente TT' à ces deux cercles. 

K , R' étant les points de rencontre avec la ligne des centres 
des tangentes aux cercles' B et C, B e’t A , tout se réduit à 
faire voir que la ligne R' R" prolongée va concourir en R : c’est 
à cette conclusion que l’analyse va nous conduire. 

Posons à cet effet 



AB — m, • 

BC = n, AK =r , BAC =«t , AM' = £ , AM * = x’ , 
AC = p, CR" =?, BCR = M'R'z=y', M"R'=y. 

ou aura d’abord 



AM'zz£ —f cos a. ; M'R'-rXyl ~ï sin ce 
CM"— — r cos £ , M"R" = R sin et' 



AM"=p — l “ cos a! z 



L’équation d’une ligne assujétie à passer par deux points dont 
les coordonnées sont x ' , y' ; x" , y * , est 



y -y 




(x — x'j. 



Si on remplace dans cette formule £ , y' par les coordonnée» 
«lu point K , qui sont — £ , — y' , parce que R' est au-des- 



* 
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*ous de l’axe des a:, et à gauche de celui des y',y", x’ par 
—y" , x" , on trouvera 

y +/ (* + *'>• • ( 3/ )> 

pour équation de la droite R'R° . Pour avoir l'abscisse du point 
de concours de cette droite avec l’axe dçs abscisses qui a pour 
équation 

y— o ( Y ), 

on posera^ = o dans (Af) , et on tirera 



xy + x'y’ 
y —y" 






abscisse du point R , intersection de AX et de R'R" . Rem- 
plaçant dans (P) x , y \ x" , y" par leurs valeurs relatées 
plus haut, on obtient 



f r (sina'cosa — sin«ecosa') -f- pT sin a. - 



/sin* — l 



mu a 



.(Ç). 



Or des triangles ABC, ABH, BCH, BU étant perpendicu- 
laire sur AC , on déduit 

nsin*' AH , CH 

sin* = — . cos et — , cos a — . 

ni ni n , • . 

Substituant dans (()) , on obtient cette expression très-simple 
de x , 

_lF(An + hH) + ntp err+nhp 

x = F n — ï rii~ 

à causerie AH CH — p. Mais on a vu en géométrie que 



i=*ar = 



w 



n Z 



— — — 7i r = cr’- — 
r — r r — 



r'* 
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ou cercle. 

r, / étant les rayons des cercles B, A , C: par ces sub- 
stitutions, (/{) devient 




et retranchant p de part et d’autre pour avoir CR, on trouve 




qui est effectivement la distance du centre C au point de con- 
cours de la ligne des centres AC et de la tangente TT' . Donc 
les trois points de concours sont sur une même droite, propo- 
sition que j'ai démontrée dans les Réciproques , par la seule 
Géométrie. 

Supposons / = r* , alors la distance AR est infinie; d’où 
l’on conclut que la ligne qui joint les centres des cercles égaux, 
est parallèle à la droite R' R" , qui passe par les concours des 
tangentes aux cercles inégaux, proposition curieuse qu'on peut 
s'exercer à démontrer. 

4*. Si aux trois mêmes cercles pris deux à deux, on mène des 
tangentes intérieures ,* comme tt', c es tangentes rencontreront 
les lignes des centres en des points a' , b' et c', et il arrive pue les 
points c', a', R ; a', b', R'; c', b', R", sont en ligne droite. 

Il suffira de démontrer la proposition à l’égard des trois 
points c', a', R. 

Soient x', y' les coordonnées de c', x", y " celles de a’ ; on 
aura, en conservant les dénominations employées dans le pro- 
blème précédent. 



ni/ , m/ . . , 

= 7 cos<*,y = — — ->sin<t, Ac 

r-|-/ J r-f/ 



m/ 

r+? ; 



. / i, nr' . , _ , v, nr" 

=P+ r -+?C 03 *;y =— ?sm a ;Ca = / =— 
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et l’équation de la ligne qui passe par les points x',y' ) x",y n 



•sera 



— y' — V > (x—x ) : 



X X 



pour avoir l'abscisse du point dans lequel elle coupe l’axe AX , 
o n posera j == o , d’où résu 1 te , 

y'x" — a/y* 



y —y 

substi'uant les valeurs précédentes , cette expression devient 

_ — rr ( sin a! coscj — sin st cos a! ) -f - pü sfn * 

, é' sin st — 1“ sin * 

_(_/r + „n P P /‘ 

~~ en— Cm ~~ r' — A' '• 

» . • 

même abscisse que celle du point R , dans le problème précé- 
dent. En répétant cette analyse à l’égard des points a, b' , 
c' , b'\ on trouverait une même conclusion à l’égard de a' , b', R' ; 
c> > b > R* > e t pour mieux saisir l’analogie, on peut supposer 
qu on ait pris successivementdans ces deux problèmes , chacune 
des lignes des centres RA »èt RC pour axe des abscisses. On 
pourra prouver par l’analyse que les trois lignes Au , Rb' , Ci! 
se croisent en un même point. « 

5°. Etant donnes tant de points qu'on voudra A', A’, A" etc . , 
trou ver un point M. tel que la somme des carrés de ses distances 
à chacun des autres , soit un carré donné. 

Supposons , pour simplifier les calculs, que les points donnés 
soient au nombre de trois , restriction qui ne diminue en rien la ' n 
généralité de la solution. Désignons par 

A /; x n ,y"', 

les coordonnées des points t 

A-> A", 



A *; M,' 
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Jq8 SD CERCLE. ^ 

Si l’on développe ces équations , et que l'on égale la somme 
des seconds membres à q 1 , on aura , après avoir divisé par 3 , 

y* — *(/ +y+y w )y— j (*' +*'+ *") x 4-** 

- 9 a -( r '* + r' + a*» + y' +/* + } 

~ 3 



Si , pour simplifier ce résultat , on fait 

- y -L.il ± * 1±^, y ^ Y + y. ±£ ±£ 



xzx X + 



la transformée ne renfermera plus dans le premier membre, 
que les secondes puissances des variables , multipliées chacune 
par l'unité; et le second membre se composera de quantités 
connues; de sorte qu'elle aura la forme 

y» + x*=/i*. 



Le lieu des points M est donc la circonférence d’un cercle. 

-a 
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CHAPITRE XIII. 

Propriétés de l'Ellipse . 

59. O v s avons trouvé pour équation de cette courbe rap» 
portée au centre et aux axes ( pag. 99 ) , 

Ay 4. = A* B* , 

et pour celle de la même courbe rapportée au sommet comme 
origine et à deux axes rectangulaires , l’un symétrique dans la 
courbe, et l’autre qui la touche au sommet. ( idem .) 

Ay -f = a AB'x. 

La première donne 

mais pour deux point* de la courbe dont les coordonnées sont 
x , y ; x", y", on a ces deux relations 

* y = Ça*-* 2 ) ; y ; = J u* - *"*) , 

desquelles on déduit le. rapport 

_ {A— sé)(A+d") 

jF-ljt — afXÂ+ary 

et cétte conséquence : les carrés des ordonnées sont entre eux 
comme les produits des distances des pieds de ces ordonnées 
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DE L’ilLIPSti ' 

aux sommets de la courbe. Cette propriété est indépendante 
«lu second axe ; et, en effet, elle a lieu pour le t^rcle’. ■ 

Fig- "5- ioo. L’eqnation de l’ellipse, rapportée au centre et aux 
axes , peut être mise sous ces deux formes 

r-yp- 

Si du point C comme centre, a sec .CA ~A, «somme rayon , 
on décrit une circonférence , et que du meme centre avec le 
rayon CB, on en décrive une antre, je dis que, pour A>B, tous 
les points de l’ellipse seront intérieurs à la première' circonfé- 
rence, et extérieurs à l’autre. En effet, la première circonférence 
rapportée k\CA comme axe des abscisses, aura pour équation 

r* = ^ a — x*, 

etlaseconde, en prenantlesj pour abscisses, sera représentée par 
X* = B’ — y ; 

On a donc les rapports 

y % J5* uA AB /? x A^ 

T' — ~ÂP' x*-7T*’ 0U Y~ A' X~ B’ 

desquels on conclut 

y<Y, x>X ; 

la première relation ayant lieu pour toute abscisse x commune 
aux deux courbes, et la seconde supposant meme abscisse _y. 

101 .Etant donné le centre d’une ellipsé, trouver les deux axes. 
F'g- ~5- jj r £ su i te (j e l'équation de l’ellipse rapportée au centre et aux 
axes, «pie, pour deux abscisses CP, CP' égales et de signes 
contraires, on a quatre ordonnées PM, Pm; l' M', P m 
égales, et deux à deux de signes contraires; donc CM = CM' 
— Cm' — Cm ; donc la circonférence décrite du centre C avec 
un rayon CM pris arbitrairement, passera par les quatre points 
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AI , M , m , m \ joignant les points AT et U/, M et m , les per- 
pendicnlâires menées du centre sur ces cordes, ef prolongées 
jusqu'à l’ellipse , seront les axes cherchés. On reconnaîtra que 
le rayon est lui-méme l’un des demi-axes , si la circonférence 
est inscrite ou circonscrite. On a appris (74) à trouver le centre. 

1 03. Si par deux points p et p' pris sur l’axe AA' à des dis- ; 
tances égales du centre , on mène deux droites pM, p'M, on Fig 76. 
aura pour l'équation de pM 

' y — A^x — xf); 
pour celle de p'M , 

y = <*'(x-f x), 

en désignant par xf l’abscisse Cp — Cp' . Si l’on multiplie ces 
deux équations l’une par l’autre , et qu’on pose 

<**' (x“ — a/*) = ~ t {A* — x 1 ) , 

on dira que les deux droites se coupent sur un point de l’ellipse, 
et on déduira de cette condition , 



A, on ’ 



ce qui établit une relation constante entreles angles que forment 
avec le grand axe, les cordes AM , A' M menées de ses extré- 
mités en un même point de l’ellipse. Dans le cercle qui est une 
ellipse dont les deux axes sont égayx , 

1 , d’où -f- 1 =5 0, 
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VE L'ELLIPSE, 
et leg cordes supplémentaires s y coupent à angle droit , comme 
on le sait , par la géométrie. ' • 

io3. Nous avons vu que tous les points d’une circonférence 
AmA déçrite sur le grand axe d'une ellipse , comme diamètre , 
étaient extérieurs à l’ellipse; donc l’angle AmA étant droit, 
Fig. ;5. l’angle A MA' >• AmA' , est obtus. Tous les points d’une cir- 
conférence décrite sur le petit axe , étant intérieurs à l’ellipse , 
tout angle qui, s’appuyant sur le petit axe, à son sommet sur 
l’ellipse , est aigu , comme plus petit qu’un droit. 

L’analyse fournit le moyen de démontrer , i°. que de tous les 
angles inscrits à l’ellipse , et qui s'appuient sur le grand axe , le 
plus grand est celui qui a son sommet à l’extrémité du second 
are ; 2 °. que celui qui, s’appuyant sur le petit axe, à son sommet 
à l’extrémité du grand axe, est le minimum parmi tous les 
angles analogues ; 3°. que F angle maximum a pour supplément 
l’angle minimum. 

i®. L’équation de la ligne AM, est 



y = ce ( x — A) , d’où * = — - — tang MAX ; 

OC’ mmmm A 

* celle de AM 

F,g ‘ ' C ' y = *'(x-t-A), d’où «' = — ■ = tangMAX; 

oc "j- A 

mais 



tang AMA' = tang V~ 



a — a! x — A x-+-A 



c’est-à-dire , après les réductions , 

♦ 

•sAy 



x* — A* 



tang/^=- 



"y + x>— A" 
mais en tant que les lignes-doivent se couper sur l’ellipse , on » 



n 



y=- r AA*~x>'). 
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Reportant cette valeur dey^dans tang f' 1 l’expression de cette 
tangente pourra être mise sous la forme 



tang^"= 



<xAB 

ï*=*fÇ? 



Le signé — qui affecte la tangente, démontre, ce que l'on savait 
déjà, que l'angle est obtus : mais au plus grand angle obtus, 
correspond la plus petite tangente numérique , laquelle est 
donnée par la plus grande valeur du dénominateur, c’est-à- 
dire , par celle qui répond itso, d'où résulte , . 



tang V 



a AB 

A- — W 



Or si l’on mène les deux cordes A' B , AB , on a 






Mais tang CB A — — -, donc 



X 

tang A’ B A = ■ 



a A 
B 



uAB 



A 1 — B* 



Wi 



A » 

1 

» I 

le plus grand angle, parmi ceux que nous considérons, estdonc 
l’angle AB A'. 

a°. En imitant la même analyse pour le second axe, on 
trouvera que 

tan B^=^^ (*) 



est la tangente du plus petit des angles à l'ellipse , qui s'appuient 
sur cet axe, ft que ce plus petit angle est celui qui a son sommet 
à l’extrémité du grand axe. 




♦ 



*o 4 P E L’EL l I P S E. 

3 °. Les deux tangentes (J/) et (A ) étant numériquement les 
mêmes, et différentes seulement par le signe, ces deux angles 
sont supplcmens l’un de l’autre. 

Fig. 76. 104. La propriété caractéristique du cercle, celle qui com- 

prend toutes les autres, consiste en ce que les distances de 
tous ses points à son centre , sont égales entre elles ; il est évi- 
dent qu’elle n’a plus lieu dans l’ellipse par rapport à un centre 
unique; mais il serait assez naturel de rechercher s’il n’existe 
pas dans le plan de cette courbe , deux points qui, sans jouir 
chacun en particulier de cette propriété , en jouissent , pour 
• ainsi dire, en commun. Prenons deux points F, F' sur le 
grand axe de l'ellipse, à égales distances du centre, cette dis- 
tance étant inconnue, et menons de ces points à deux points 
M, M' de la courbe, les rayons FM, F'M\ FM’, F'M'\ 
ces rayons seront inégaux , et de plus , l’un augmentera , quand 
l’autre diminuera : il s’agit donc de choisir ces centres d’après 
la condition que l’accroissement de l’un des rayons et la dimi- 
nution de l’autre se compensent. Si l’on désigne par s le rayon 
FM, et par a' l'antre rayon F 1 JF; il faudra donc qu’on ait 

(1). . . z = a — d, t' = a + d,..(a), 

a étant une constante, et d une variable. Si l’on désigne par 
ne la distance FF", et par x , y les coordonnées du point M t 
rapportées au centre C, on aura 

z’=y*+(x — cy, a'*=y + (* + c)% 

OU 

* 1 . C y/» __ 7? a 

Z % = /? a -f- C* »— 2 CX -fc -J- 

z' 3 = ZJ 3 -f- c 3 -t- aex + -■ - — x 3 ; 
d’où l’on déduit 

a' 3 — « a 3 = 4cx = (a 7 — z) (a' + O* 
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Pt conséquemment, à cause de a' -j- a = a«, d'après (1) et (a);^ 






on déduit de là 



a 



Il reste maintenant à déterminer a et c. Qn'on suppose le point 
M au point A , l’abscisse x devient A , z — A — c , et a = 
A -J- c, ensorte que les valeurs (3) et (4) de a' et a deviennent 

cA 

A + c=a+—, 

j cA 

■ A — c — a ; 

• a 

en ajoutant, on trouve 

a = A...{ 5 ) 

(^u’on suppose le point M en B , ou à l’extrémité du second 
axe , et on aura 

a» = i/*+c*; ' 

mais comme alors l’abscisse x est nulle , et qu’ainsi les équa- 
tions (3) et (4) donnent a — z' — A , l’égalité, précédente 
devient , 

+ c* , d’où c a =^ 1 — Z? 1 . ..(G). 

On a donc enfin , en reportant dans (3) et (4) ces détemiina- 
natiams de a et c , 

o)... ŒjpZ*. 
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II suit de l’équation (S) , qu’il existe sur le grand axe et à des 
distances du centre , = dt ^ A‘ — B % deux points tels que la 
somme de leurs distances à tout point de la courbe , est cons- 
tante , et de plus égale au grand axe , puisqu'on a 

z -f- z — a A : 

on les déterminera en coupant l’axe des abscisses par des arc* 
de cercle , décrits de l’extrémité du petit axe, comme centre, 
avec le grand axe , comme rayon. Ces points se nomment /es 
foyers delà courbe, et les distances s' et s se nomment rayons 
vecteurs. On observera que chacune de ces distances est ex- 
primée d’une manière rationnelle , au moyen de l’abscisse x : 
c’est même d'après cette condition que nous déterminerons les 
foyers dans les deux autres courbes. 

Comme A est }> B , il n’existe pas de tels points sur le se- 
cond axe. 

Il sera maintenant facile de décrire l’ellipse par points : à cet 
effet, de l’un des foyers, et avec une distance plus petite que 
le grand axe, ayant tracé un arc, on le coupera par un second 
arc décrit de l’autre foyer , avec un ravon égal à la portion res- 
tante du grand axe: tous les points d’intersection, obtenus de 
cette manière , appartiendront à l’ellipse. 

On peut aussi la décrire par le mouvement continu d'un 
piquet ou d’un 6tyle qui tend un cordeau égal en longueur au 
grand axe , et dont les extrémités sont fixées aux foyers , 
puisque,' de cette manière, la somme des deux distances du 
point décrivant aux deux foyers, est partout égale au grand 
axe. 

-6. tc5. On peut encore employer le procédé de description qui 
suit, et qui est très-commode dar.s la pratique , lorsqu’il s’agit 
de petites ellipses. On donne les deux axes d’une ellipse, et 
conséquemment leur différence : soient A 1 C le demi-grand axe 
z=A , CB' le demi-petit axe =M, A' G leur différence 
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ter A — B : ayant placé , par exemple , les points A' , G en E 
et F , on les fera mouvoir de manière qu’ils restent constam- 
ment sur les côtés CB CA , et que le>prolongement FM soit 
= B : alors le point M sera à l’ellipse. En effet 

~PMwny' =~FM—~FP = B » — (x — CF) % ; 



Or les triangles semblables CFE , FPM. donnent 

cf:fe::fp:fm, d'où cf~ -—-— x / 

• A 
«t par la substitution dansy, 

.n* .1 a» 

équation à l'ellipse. Lorsque le point E est en C , le point M 
est en A , parce qu’on a toujours 

CF + FA = A — B + B = A. 



Lorsque M est en B , et conséquemment F en C , on a 
EC + CB = A — B -f B ; 

donc CBzsz B. En répétant cette construction dans chacun de» 
quatre angles droits , on décrit les quatre quarts de l’ellipse. 

10G. Pour trouver l’ordonnée qui répond au foyer de l’ellipse, 
on fera ( 1 04) , dans l’équation de cette courbe, rapportée au 
•ommet , 



x ~ A — y/ 

«t 0.1 trouvera 

IB ' 

y = ~=p. 



troisième proportionnelle au demi grand axe et Ht demi petit 
axe ; a p est ce qu’on nomme le paramètre de la courbe, et 
parce que 



ao8 DE l'ellipse. 

on a ces équations au paramètre de l'ellipse rapportée au 
centre et à l’origine 

y = ^ {*- * ) , y =£ (a^x-x^. 



107. La propriété suivante donne lieu à la construction d’un 
instrument fort simple, au moyen duquel on décrira l’ellipse 
d’un mouvement continu. 

1 

F‘B- 77 - g a ji une règle M"N"; si l'on joint J’ origine A au point M 7 , 
milieu de M"N”, par une droite AM', et qu’on fasse glisser le 
point M" de M* en A sur l'axe AX , le point M' décrira la cir- 
conférence BM/C , et un point M de cette ligne décrira une 
ellipse. 

Faisons M M —a', prenons AM? —M" M ' et posons chacune 
de ces lignes = a; soient en outre, AP—x, PM— y, AP'—X, 
P' M' = Y : On aura pour tous les points la circonférence dé- 
crite par M 

F’ + X* = n*; 

mais les triangles semblables MPM“ , HFP'M", donnent 



MP M'P' y Y 
MM" ~ M'M” ° U a + a ~ a ‘‘ 

on a aussi ces rapports égaux 

M"I y AP' M't* X X—x 
M 'M' ~ M"M' ~ M M * 0U a ~ a 



De ces deux relations on déduit celles-ci 






Y 



°y 

a! + a’ 




substituant ces valeurs de Y et de A' dans l’équation précédente, 
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on trouvera cette relation entre les coordonnées x et y de» 
points m , 



■ y*-f 



(a- a y 



x‘ = (a+a , ) a - 



Si dans cette équation on fait^ = o , on aura l’abscisse x dn 
point d'intersection de la courbe avec l’axe AX , laquelle 
sera ^ 

x a — a' = B ; 

et l’ordonnée correspondante à x = o , est celle du point dans 
lequel ja courbe rencontre l’axe de y : on trouve 

y ~ a a — A. 



B est le demi-petit axe de l’ellipse , et A le demi-grand axe ; 
et on observera qu’il faut qu’on ait a' , ou 
Il suit de là que si deux axes d’une ellipse , sont donnes , on 
trouvera le9 longueurs des deux règles a et a' , telles que M" 
décrivant uue droite , le point M trace une ellipse sur ces axes : 
car des valeurs précédentes de B et A en a et d , on tire 

« - A + B n> - A ~ D • 

a ’ a 

L’équation de la courbe énoncée en A et Z?, est donc 
By -f A*x* = A 1 B*. 

108. On peut aussi se proposer de retrouver la courbe dont 
la somme des distantes à deur points fixes connus de position t 
soit partout égalé à une ligne donnée a A. 

Soient F' , F les deux points fixes; joignons ces points par Fig. 38. 
une droite, et prêtions pour origine des coôrdonntes le milieu 
C de la droite FF, portons enfin , de chaque côté de C , des 
longueurs CA = CA' = A. Soient -f - c, — c les abscisses des 
points F et F' , x , y les coordonnées d’un point quelconque M 

Elémens de Ceometrie. l4 
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% et a le» distances F'M, FM ; le point M étant à la 
courbe, on aura 

F'M -f- FMz=. a A , ou *' + s = a A ; 

mai* 

, * = — 0*+/. *+0‘+y. 

d’où 

a* = (x — c)* +y , a'* = (x -f c)* +y* 
et 

. * 

a'* — a* = = (a' -f- a ) (a' — a) = (a* •— a) ; . 



donc on a ces deux équations 



, , . , a ex 

z ^-z — nA, a — a = — , 



desquelles on tire 



, J I CX A CX 

z=A + - j , z=A--y, 



Reportant ces valeurs dans l'équation 

a'* -f- a* = ay* -f- (x + c)* + (x — c)*, 
qu'on n’a pas employée , il viendra 

A'(y* -f x* ) — c*x* = — c»). 

Pour x = o, on a l’ordonnée du point qui se trouve sur 
l’axe desy , c'est-à-dire , le demi-second axe B : on trouve donc 

A'B 4 = A* {A* — c*) , d’où c 4 = A‘ — B* : 

reportant cette détermination dan* l’équation précédente, le 
résultat de la substitution sera 

A* (y* -f- x* ) — ( A' — B 1 ) x* = A'B' , 
ou l’équation de l’ellipse 

Ay -f. B'x' = A'B*. 

L’ellipse est donc la seule courbe qui jouisse de la propriété 
énoncée. 
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DE L'ELLIPSE. 

■ îoj. De cette propriété, que la somme des distances de tout 
point de l’ellipse aux deux foyers , çst égale au grand axe , on 
déduit la description suivante de cette courbe, qui suppose les 
foyers et le grand axe. 

Aux extrémités A et A' de l’axe AA' , on élevera les per- Fi 
pendiculaires AG — AF , A! L — A' F : par les points G et L 
on mènera une droite GL qui rencontrera en R le prolonge- 
ment de l’axe. Par des points O , O et O, etc. pris comme 
l’on voudra sur le grand axe , on élevera les perpendiculaires 
OD , OP etc. terminées à la ligne GL : du point F, comme 
centre „ avec chacune des lignes OP , comme rayon , on. 
décrira des arcs de cercle qui couperont les perpendiculaires 
OP en des points P qui seront à l\ellipse. 

Si sur GA prolongée on prend Al = A'L, et sur LAl 
aussi prolongée , une partie A' g — AG , après avoir tiré Ig, 
qui rencontre l’axe prolongé en r, il est aisé devoir qu’au moyen 
du foyer F' et des perpendiculaires Od, on achèvera l’ellipse. 

Nous avons donc à démontrer que les points P et p sont 
à l’ellipse. En effet, les droites G/, gL sont égalés et paral- 
lèles, enSorte que la figure IGLg est un parallélogramme; 
de plus, à cause de AG— AF , A / — Â L— A’ F, on a 
AG Al^z AA' . Chaque point P est éloigné du foyer F 
d’une quantité OP , et parce qu’il peut encore etre déter- 
miné*, en coupant chaque ligne OP par un arc de cercle décrit 
de F, comme centre , avec le prolongement Od , comme 
rayon, on a PF + PF'== OP -j- Odz=lG=AA' , propriété 
qui, comme nous l’avons observé, caractérise l’ellipse et ne 
caractérise queacette courbe. , • . 

On remarquera que les lignes RL, rl sont tangentes à 
l’ellipse aux points M et m , où les perpendiculaires menées 
par les foyers , rencontrent Ces lignes. 

no. Aux données d’une abscis«e et de l’ordonnée correspon- 
dante’, oji peut substituer celles d’un rayon vecteur et de l’angle 
qu’il fait ,rfvec l’axe desabscisses, la première tenant lieu d’or-' 
donnée, et la seconde d’abscisse. La relation entre eesquan- 



i 
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tités pour tous les points de l’ellipse , est ce qu'on nomme son 

équation polaire. • 

Fig. 80. Désignons par c l’abscisse CF du foyer F, le rayon vecteur 
FM par *, l’angle MF A par ç>] nous aurons 

^xszsinç, x — c -f- s cos p. 

La substitution de ces valeurs dans l’équation de l’ellipse au 
centre, donnera, après avoir remplacé sin’p par i — cos*f, 
et A‘ — B * par c*, 

AV = (2?“ — ci cos $ )* , 
d’où l’on déduit - . 

— B% 

* A -+• c cos q • 



Lorsque le point M est en A, cos f = i , et 



5 * 



A + c ~ - A ~ C - AF > 



lorsque le point M est en A , cos $ = — 1 , et 
A — c Ar— <r 

Nous observerons que les lignes telles que FM, qui tournent 
autour d’un point , ne prennent pas de signe. 

Nous avons aussi trouvé ( 104 et 108 ) cette valeur du rayon 
Vecteur 

, CX 

,=A ~Â‘ 



c*étant la distance du centre au foyer , distante qu’on nomme 
excentricité; remplaçant x par la valeur trouvée plus haut 
* cos ? + c, on aura 

x A ( 1 — e*) 

1 +ecosp * 

c 

en supposant , pour abréger , e = = le rapport de l’excen- 

tricité au demi grand axe. 
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. Menons par le Foyer F, et sous un aDgle quelconque fi avec le 
grand axe , une droite A" A" \ et nommons u l’angle du rayon Fig- *»- 
vecteur avec cette ligne , ç sera *= u — fl : l'équation précé- 
dente deviendra donc 

1 1 -f- e ces ( u — fl ) . 

z A ( 1 — e*) 



c’est telle de l’ellipse rapportée à un axe mené parle foyer. 

ni. Nous avons trouvé (g î ) cette expression de la soutangente 

, x"* — - A % — x 1 ”*. „ , „ . 

de 1 ellipse •• , ou — s a cause de Aj> x , 

x x 

comme cette ligne suit le sens des abscisses , nous convien- 
drons de lui donner le signe de l’abscisse X*, ensorte que ce 
si^B sera l'opposé de celui de la tangente a. Nous ferons 
dOTC 

TV _ — X " % *’■«• 8,1 



cette expression étant indépendante du second axe , reste 
donc la même pour B=z A ; ainsi l’ellipse et le cercle décrits 
sur son grand axe , ont même soutangente pour une même - 
abscisse. Delà résulte un procédé fort simple pour mener une 
tangente à l'ellipse par un point M donné sur cette courbe : on 
mènera l’ordonnée de ce point , prolongée jusqu’à la rencontre 
de la circonférence en m, le rayon Cm, et la perpendiculaire 
mT\ joignant les points T et M , la ligne TM sera la tangente 
cherchée. 



na. Nous avons trouvé (gi ) 



a= ■ 



IV_ A 

A* y" 



pour tangente de l’angle fait avec l’axe des abscisses par la ligne 
qui touche l’ellipse au point x!' ,y" , l’origine étant au centre : p^ 
aux extrémités du grand axe , on a y" = o , d’où résulte 
a = oo ; l'ellipse tombe donc en A et A' perpendiculairement 
sur le grand axe , parce qu’en considérant la courbe comme un. 
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polygone d’une infinité de cotés, la tangente peut êtreregardée 
comme le prolongement d’un de ces èkmens. Pour x" = o, le 
point de tangente est a l'extrémité du petit axe , a — o ; donc 
l'élément correspondant est parallèle au grand axe. On peut 
mettre la valeur de a sous la fo rue 



B'x' JP 




or x" diminuant depuis x* = A jusqu’à x" = o, le déno^Ja- 
teur de n augmente, la fraction diminue ; l'inclinaison des élé- 
mens de l’ellipse sur l’axe des abscisses , va donc en diminuant 
depuis le sommet de la courbe , jusqu’à l’extrémité du demi- 
second axe. On remarquera que la tangente a est négative 
pour des abscisses x“ positives, et positive pour des Abscisses 
négatives (i 1 1) , ce qui doit être , puisque a exprime la tan- 
gente de l’angle' MTX. 

On trouvera facilement que les coordonnées du point pour 
lequel a = 1 , sont 



A* r ~-p 

VA' + IP’ y ~ |/> +■£* 



Pour le cercle , elles deviennent 



x =± vï 

» 

i iô. De l’équation de la tangente (91), on déduit pour 
p; g . Si. «Ua de la normale A’J / , 
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et faisant y =s o pour avoir l’abscisse CN , on trouve 

j* n» 

pour x" == A , on a la plus grande valeur de CN, savoir , 
A » — * 



CiV: 



cf- 

AC~ AC CF ‘ 



donc, à cause de CF<^AC, on a CN < CF; ce qui montre 
que l’extrémité de la normale au point A , tombe entre le 
foyer et le centre , et d’ailleurs de l’expression de la sour 
normale considérée , abstraction faite du signe (91) , qui est 

»» .... 

pn =âS> 



on déduit, pour x" = A , cette valeur de CA', 





qui apprend que cette ligne est égale à la moitié du paramètre 
( 10S). Pour x"^: o, on trouve CN = o ; donc la normale 
coupe toujours le grand axe entre le centre et un point situé à 
une distance de ce centre , égale au demi-paramètre , lequel 
est placé entre le centre et le foyer. 

u 4 - La droite menée par le centre et le point de tangence 
x* ,y, a pour équation ! ' 

y" " y" ' > 

y—-L-X, d’où a =-C-„ ; 



et l’inclinaison de la tangente au point x*,y, sur l’axe des 
♦ abscisses , a pour tangente 




multipliant l’une par l’autre ce» deux égalité» , ou > 

cette relation 
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mais on sait déjà (iot>) que les tangentes trigonométriques des 
angles de deux cordes menées des extrémités du grand axe à un 
point quelconque de la courbe , satisfont à la relation 




Fig 76. donc si la corde A'M est parallèle au demi-diamètre CM' , la 
corde supplémentaire AM le sera à la tangente TM ' . De là 
résulte cet autre procédé pour mener une tangente en un point 
donné d’une ellipse : on tirera le demi-diamètre du point de 
tangente, puis de l extrémité du grand are opposée au point 
de tangence , une corde parallèle à ce diamètre, la corde sup- 
• plementaire , et par le point de tangence , une parallèle à celle-ci, 

laquelle sera la tangente. 

Mais si sur la ligne CT = ».a A comme grand axe , et snr 
Fig. 8a. n -zB comme second axe, 00 construit une ellipse, cette courbe 
passera nécessairement par M' , puisque pour les cordes menées 
en ce point, des extrémités C et T de son grand axe, on a la 
relation f 

, n*. H* Ii* 

, • 

Si par le centre C de la seconde ellipse , on mène une pa- 
rallèle C M" à CM! , puis par Al" une tangente M” T , le point 
M“ sera sur une troisième ellipse ayant des axes qui sont pro- 
portionnels à ceux de la seconde. Toutes les tangentes aux 
points d’intersection , consécutifs de ces ellipses, sont paral- 
lèles entre elles. 

n 5 . Ce que nous veuons de dire suppose i°. que si deux 
droites menées des extrémités du grand axe , satisfont par leurs 

g* 

tangentes trigonométriques à la relation eut.' = — — , elle» 

se couperont en un point de l’ellipse ; a*, que dans celle-ci 
g* » 

au' = — — , a' étant la tangente de l’angle fait avec l’axa 
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des abscisses , par une ligne menée du centre au point de tan- 
gence , a est celle de l’inclinaisoa de la tangente sur le même 
axe. Posons , dans le premier cas, 




Æ* 1 
A *’ « 



l’équation de l’une des droites étant 
• ) 

y = *(x — A), 

«t celle de l'autre 

y = et? (x + ^)= — 
leur produit donnera 

y C-*-**)» 



équation de l’ellipse. Dans le second cas , on a 




1 — î* 
a*'7~ a »y ,î 



et conséquemment l’équation de la droite assujétie à passer par 
le point de tangence x u , y, et à faire avec l’axe des abscisses 
un angle donné par la tangente a, sera 



et réduisant 



-r" 

(*- 0 ; 



* 4 . Æ‘ x ”i — A*y H y -f ÆVc'x = , 

équation de la tangente au point 3? , y' . 1 

1 1G. Les deux rayons vecteurs menés au point de tangence, 
font avec la partie de cette tangente, située du même côté , des 
angles égaux. 
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Si du foyer F pow lequel , , 

« * . - 

y = o, x' =c= \/ A* — B % 

on mène une droite au point M' de tangence donné par x' , y " , 
on aura pour tangente de l’angle M'FT, quelle fait arec l’axe 
desx, 

x' — x' C — X*' 

Mai* la tangente de l’angle M'TX, est 



_ _ & x" 

° a* y 1 

donc l’angle FÜ/'r.-= M'TX-M'FX, aura pour tangente 

tang r =fc - B‘cx" 

l +ax A‘cy° — (A~- — B*) x "y" * 

mais le point donné étant sur l’ellipse , ' , 

-f. A' B* , 

et d ailleurs, c*s= — F* ; donc l’expression de la tangente 

devient ’ . , .... . 

tang V g= B'cx " 

5 A'cy" — ex" 



cy" — c‘xy' 
__B'(A> — ex") B * 

y (A* -ex") - y. 



Si de.l autre foyer F' , on mène le rayon vecteur F'M ' , et 
qu’on calcule la tangente de l’angle F'M'T= V , on trouvera 

•' V. 

tang/- ==_-££, 

résultat auquel on devait s attendre , puisqu’il ne peut y avoir 
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de différence entre ces deux tangentes , que celle qui résulte 
des signes contraires des abscisses CF et CF'. Ces deux 
angles FM' T, F' M' T ayant leurs tangentes Irigonométriques 
égalés et de signes contraires, sont suppléruens l'un de l’autre, 
ensorte que 

FM' T+F'M'T = aoo'* , 
et parce qu’on a aussi 

* FM' T + FM't = ace' , 

on en conclut 

FM' T — F'M't — o, d’où FM'T— FM't. 

Il suit de là que la normale divise en deux parties égales 
l’angle de deux rayons vecteurs. 

1 17. De cette propriété on déduit une manière très-simple de 
mener graphiquement une tangente d l’ellipse , i°. par un point 
donné sur cette courbe ; a°. par un point extérieur. 

Dans le premier cas , on mènera les rayons vecteurs FM' , 

F'M’ ; on prolongera le plus grand , par exemple , F' M' d’une Fig. -f>. 
quantité M'K = FM' ; joignant K et F, la ligne M'T per- 
pendiculaire à FK , sera la tangente demandée. En effet , l’angle 
FM'T — TM' K tM'F' '■ on est donc ramené à l’égalité des 

angles de chacun des rayons vecteurs avec les portions M'T et 
M't de la ligne Tt , qui conséquemment est tangente en M'. 

On peut encore s’assurer que cette droite , ainsi déterminée, 
ne rencontre la courbe qu’en M' . Car , pour tout autre point t 
pris sur cette ligne , et aussi près qu’on voudra de 31 ', on a 
toujours 

F't + tK > F' K > F'M' + MF> a A. 
donc le point t ne peut Être sur l’ellipse. 

Il est aisé de démontrer , par l'analyse , que la ligne FK pt la 
taDgente M'T sont perpendiculaires l’une à l’autre. En effet. 
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la tangente de l’angle K FL, ayant abaissé du 

KL 

diculaire KLtur le grand axe , est = -yry = 



point K, la perpen- 
j * v“ 

= '*> et ona ' 



Dî yjn 

d’ailleurs, tang M'TX — — -j x y- La 50mme faite d “ P roduit 
de ces tangentes et de l’unité , étant zéro , la propriété a lieu. 



Dans le second cas , soit t le point duquel on doit mener une 
tangente à l’ellipse : du point F * , comme centre, avec un rayon 
égal au grand axe a A , on décrira un arc de cercle , du point 
donné t comme centre , avec un rayon tF , on décrira un autre 
arc de cercle qui coupera le premier en K ; menant F* K , le 
point M' d’intersection , sera cefiji de tangence •, et joignant M’ 
et t , la droite M't sera la tangente demandée. 

En effet, d’après cette construction , tF ■=■ tK , de plus 



F'M' + M'K = a A, F'M' + M'F=aA-, 



donc 



M'K — MF: 



conséquemment les points t et M' sont à des distances égales 
tK , tF\ M'K , M'F des points K et F, la ligne M't est donc 
perpendiculaire sur le milieu de FK , et les angles FM' T, 
F' M't sont égaux ; donc la droite tM ' est tangente. 

Les cercles décrits des points F* et t comme centres, se 
coupent en deux points , lesquels annoncent et donnent les 
deux tangentes qu’on peut mener à cette courbe par le point 
donné (ch. XI des tang. ) 

il 8. Le produit des perpendiculaires menées de chacun des 
foyers de l’ellipse sur la tangente, est égal au carré du demi- 
second axe. 

I 

Nous donnerons deux solutions de ce problème, l’une par 
l’analyse , et l’autre par la géométrie. N 
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1*. Nous avons trouvé ( pag. u8) cette expression de la plu* 
courte distance d'un point à une droite 



D = 



_:y 



as! — b 

V 1 + «* 



a représentant la tangente de l’inclinaison de la tangente sur l’axe Flg ' *** 

des abscisses , et b l’ordonnée CR du point dans lequel elle coupe 

B % x" , " 

l’axe des y. Or a = -j— j , et b comme ordonnée correspon- 

■' /}* 
dante à x r= o dans l’équation de la tangente , est b = ; 

d’ailleurs, pour le foyer F , on a y = o, a/ = c; ainsi le* 
perpendiculaires étant FH, F' H , on a 



FU = 




= + 



B* {ex" — A*) 



FH'-. 



(B % cs? B'\ 

\ A*y + // _ — B‘(cx" + A’‘) 

' x "» — v/^y" -+- ^ 4 x** 
+ A'y“* 



l/T 



•t conséquemment 



FHX.F'U' =B t . 



a®. Soit décrit sur le grand axe codime diamètre une demi- 
circonférence , nous démontrerons qu’elle passe par les point» 
H' et H. Cela posé, si I on prolonge la ligne BC jusqu’à ce 
quelle rencontre la circonférence en h , et qu’on mène Fh , 
les triangles FHC, F Ch seront égaux , à cause de CF — CF , 
CH — Ch et de l'angle UCF — F Ch-, donc Fh est égale et 
parallèle k FU, et comme FW est aussi parallèle à FH, la 
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ligne U'F'h est droite. Les deux cordes A’ A, IJ'h donnent donc 

H' F' x F’ h = A'F' X. F' A , 
ou 



H' F’ X FH—A'F'X.F'A=(A—c) {A + c)—A'— c±=B*. 

Reste à démontrer que la ligne menée du point C , centre de 
l'ellipse , au point H' ou H , est égale au demi-grand axe. Soit 
prolongé le rayon recteur FM jusqu'à la rencontre de F" H' en 
R' : le triangle R' MH' est égal au triangle H 'MF', à cause de 
l’angle R’ MH’ — H' MF' (1 17), d’nn angle droit dans chaque 
triangle, et du côté commun MH' ; donc MR' — MF' et FM 
Fig. 83. -f- MR' ou FR'z=: a A ; or la ligne Il'C divisant les côtés F' F et 
F' R! en parties égales, est la moitié de FR' ; donc H'C=A. On 
démontrerait de la meme manière que CH— A-, donc, etc. 

119- Le produit des ordonnées des points de la tangente , qui 
ont pour abscisse — A A est encore égal à B \ En effet, 
si on fait successivement xr = -J- A,x— — A dans l’équation 
de la tangente 

A'y"y -f B'x"x — A>B * , 



on trouve pour les ordonnées correspondantes 

B'(Azi :r*) . . , B*(A’‘—A , ‘) 

y — jy — \ donc ArxAr — -gy- % — B' ; 

et conséquemment 

Ar X A'r 1 — FU X F'W. 



tao. Nous donnerons iéi une seconde solution de ce problème; 
étant donnes Us axes , trouver deux diamètres conjugués qui 
fassent entre eux un angle donné. 

Fig. 83. Sur le grand axe, on décrira un arc de cercle capable d'un 
angle donné ; par le point où l’arc coupera l’ellipse , on mènera 
aux extrémités de ce grand axe deux cordes , lesquelles , ainsi 
qu’on l’a démontré , seront respectivement parallèles aux dia- 
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mètres cherchés. Cet angle , êntre les diamètres conjugués, est*' 1 *-®* 
toujours obtus , et le problème n’est possible que dans ce cas. 

Soit LAX l’angle des deux diamètres , et a sa tangente trigo- 
nométrique , l’équation de Ll sera 

y~a{x — A). 

le rayon du cercle capable de l’angle donné , sera la perpendi- 
culaire AR , et on aura pour son équation 

y = -'-{x-A) 

l’ordonnée du point où cette ligne coupera le second axe , est 
donnée par x’ = o dans l’équation précédente , et on en déduit 

y=a=ï : 

l’équation du cercle décrit du centre R avec le rayon AR , est 
donc 

(y- 7 )+ x ‘= r ‘> 



mais parce que -J- — , on a 



0 



•U 



-~y + 3?—A': 



H 6’agit de trouver les coordonnées des intersections de ce cercle 
avec l’ellipse 

Ay + B‘x* = A' B* ; 

à cet effet , nous prendrons la valeur de x 1 dans la première , 
pour la substituer dans celle-ci , qui deviendra 

(A'-B')y + ^y=o, 
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d'où résultent ces deux valeurs dey. 



a B'A , 

y— o, y — a ( A ,__ B »y 

la première indique que le cercle coupe le grand axe à ses extré- 
mités : les abscisses correspondantes à la seconde valeur , sont 
fournies par l’équation du second degré , 

' a* {A* — Æ*)*x* = A' [o* ( A 1 — B*)* — 4 B'A 1 ] , 

d’où l’on déduit 

^ [/a* (A* - B*y — 4B'A> 

X a(^* — £’) 

Pour que ces abscisses soient réelles, il faut qu’on ait 



a* (y# 1 — B*y>4B*A % , 
cette condition donne ces deux conséquences 

a BA 



et 



“ > 
“> 



^ — B*’ 

aBA 
A' — B'' 



Or de deux angles obtus, et qui ont conséquemment des tan- 
gentes négatives , celui qui a la plus grande tangente est le plus 
petit, c'est-à-dire que les limites de l'angle donné, sont (io3) 
les angles faits par deux cordes supplémentaires menées des 
extrémitésdu petit axe , à une extrémité du grand , et des extré- 
mités du grand à une extrémité du petit : le cercle coupera 
la portion de l’ellipse ABA' , en deux points n et n' qui auront 
deux abscisses différentes seulement par le signe ; et comme 
les cordes menées de chacun de ces points aux extrémités 
du grand axe, comprennent des angles égaux, les diamètres 
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respectivement parallèles , formeront deux systèmes de diamè- 
tres conjugués , faisant entre eux le même angle. 

ifli. Les équations de l'ellipse, rapportées à des diamètres 
conjugués, c’est-à-dire, à des axes obliques, et de la ligne 
droite rapportée aux mêmes axes, étant exactement de même 
forme que celles qu’on obtient pour des axes rectangulaires 
(»a, i 5 , 69), si cependant on a conservé même origine 
des coordonnées , nécessairement si des extrémités d’un dia- 
mètre, on mène deuxjcordes à un point quelconque d’une ellipse , 

Xy + B r ‘x* = A ! 1 B'*, 

on aura la relation 



B'* 

A'm -f- B’* = o , d’où « ta.' — — -jpj-, 

«’ * devant les rapports ^ ( ± , > , •/ 

les angles de ces droites avec le diamètre X , et C l'angle de B' 
avec X ( 13 ). 

L'équation de la tangente sera toujours ( ch. XI ) 

X'yy -f- ff'Xx = X*B'\ 
et conséquemment 

£'* X 

a — A »-y ; 

la droite menée du centre au point de tangence , donnera 
toujours 

eC 

ensorte que 

ad —• 



?» 

By_ 

' X*‘ 



. . sin v sin u 

a et a tenant lieu des rapports , - — — — • 

rr «a (C— •*>)’ sin(C — &')’ 



Elémens de Géométrie. 



i5 
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donc encore , si a = et, ce qui suppose o = y , on aura d — d, 
ou t» — y'. On déduira de là un procédé analogue à celui que 
nons avons indiqué (114} pour mener une tangente en un 
point d’une ellipse rapportée à des diamètres conjugués. Le» 
deux diamètres menés l’un par le point de tangence, et l’autre 
parallèlement à la tangente , seront donc aussi conjugués. 

Ainsi , pour avoir un système de diamètres conjugués faisant 
entre eux un angle donné , sans connaître les axes , en suppo- 
sant cependant le centre de l’ellipse , il faut , sur un diamètre 
quelconque , décrire un arc de cercle capable de cet angle ; par 
le point où l’arc coupera l’ellipse, on mènera aux extrémités 
du diamètre , des cordes qui seront respectivement parallèles 
aux lignes qu’on cherche. 
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CHAPITRE XIV. 

Propriétés de la Parabole. 

ma. Nous avons trouvé (page g 5 ) pour équation de la parabole 
y — apx, 

l'axe des x étant symétrique dans la courbe , et celui des y ne 
faisant que la toucher à l'origine qui est le sommet. 

Pour deux abscisses x, A auxquelles correspondent y», .y', 
ona • 

y :/* :: a px : 2 pd v.x’.xf : 

donc les carrés des ordonnées sont comme les abscisses. 

r - - • 

s Le coefficient a p se nomme paramètre. 

ia 3 . En rapprochant l'équation de la parabele de celle de 
l'ellipse rapportée au sommet , et énoncée au moyen du para- 
mètre ( 106 ) , savoir , 

y=^(a^-x*)=ap(x-^), 

on volt que la première courbe n’est que la seconde infiniment 
alongée , puisque pour A es oo , cette équation devient • 

y —.3 px- 

D’api ès cela , il est naturel de penser que la parabole ne c en- 
serre plus qu'au Û» foyers de l'ellipse. 



I 



as8 DE LA PARABOLE. 

ia4- Soient x , y' les coordonnées d’un point tel que sa dis- 
tance à tout point delà parabole, soit une fonction rationnelle de 
l’abscisse (ic>4) ; en désignant cette distance par », on aura 



*= VV —*)•’+ (/ —yY = Ve X'_ x)‘+(y-i/ 3 px)*. 

la condition énoncée à l'égard de », ne peut avoir lieu que sous 
les hypothèses 

Y =o, p — x' — a/ , d’où 3? =-; 

Fig 8$. a 

il existe donc un tel point sur le grand axe , dont l'abscisse AF 

= ^ = le quart du paramètre. Ce point F se nomme foyer, 

et la ligne MF, rayon vecteur; elle jouit comme chacune des 
lignes analogues de l'ellipse , de la propriété d’être exprimée 
sans radical au moyen de l’abscisse. 

L'ordonnée qui passe par le foyer , est 

y — ±p,\l % y = ap ; 



ainsi le paramètre ap n’est autre chose que la double ordonnée 
passant par le foyer. 

m5. Si perpendiculairement à l’axe des abscisses et à la dis- 
tance ^ de l’origine , extérieurement à la courbe , on mène une 
droite, il est clair que la distance MN de chaque point M de la 



courbe à cette droite , est - 4- x — FM. 

a 

La parabole jouit donc de la propriété d'avoir chacun de ses 
• points autant éloigné du foyer F que d’une droite fixe SQ don- 
née de position .- cette ligne SQ se nomme directrice. 

Kg. 84 . D’où suit un moyen fort simple de décrire la parabole par 
points: on prendra sur Taxe des abscisses , autant de points O 
que l’on voudra; et par chacun d’eux, on mènera des parai- 
1 èles OD , od à la directrice ; coupant chaque parallèle en P 
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et p par des arcs décrits du foyer F, comme centre , et avec la 
distance OR comme rayon , on déterminera une suite de points 
P et p qui appartiendront à la parabole , puisqu’ils seront à 
des distances égales du foyer et de la directrice. 

Mais si sur une tangente au sommet A on prend AG = A R 
= AF , et qu’on mène la droite RGD , les triangles semblables Fig. 84. 
RAG , ROD donneront RA : AG :: RO ; OD \ donc OD ss 
RO. On pourra donc du foyer, comme centre , avec OD , od, 
comme rayons, décrire des arcs qui couperont les perpendicu- 
laires OD, Od en des points P et p qui seront à la parabole. Les 
lignes RD , Rd touchent la parabole aux intersections m et m de 
la transversale passant par le foyer. Cette description est ana- 
logue à celle de l’ellipse (109), et on observera, 1°. que le 
parallélogramme GLlg de l'ellipse se change ici dans le triangle 
dRD\ 3°. que l’angle ARG qui, dans la première courbe, est 
< 5 o° est ici = 5 o°. 

isS. Proposons-nous réciproquement de trouver une courbe , 
telle que les distances de chacun de ses points à une droite et 
à un point donnés , soient égales entre elles. 

Soient F le point donné , SQ la droite donnée : prenons 
pour axe des abscisses la ligne RX perpendiculaire à SQ , 
plaçons l’origine au point A, milieu de FR, et représentons 

n P‘8 8 4 - 

FA par , et FM par a; nous aurons 

» 

éliminant z, il viendra 

y* = ad- 
équation à la parabole qui jouit exclusivement de la propriété 
en question. 

1 37. Si , comme nous l’avons fait dans l’ellipse , on veut pren- 
dre pour coordonnées , le rayon vecteur, et l’angle ç qu’il 
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fait pour chaque point , avec l'axe des abscisses , on aura 



V = zsinp, x = - -f- zcosp 
- a 



- ces valeurs substituées dans l’équation de la parabole , donnent 
celle-ci 

, s , sin , 0 =p* 4 * apacosf , 

on 

3 * = p* -f- apz cos ç -f- z* cos’ip = ( p 4- * cosp)* , 

Fig. 84- ét enfin pour l’équation polaire de la parabole 






) COSlp' 

Pour p ~ o et <p = aco*, on aura 




c’est-à-dire , un rayon vecteur infini , et un autre = F *4 : la 
première valeur de z prouve que la parabole ne rencontre son 
axe que dans un point. 

« • 

128 . Nous avons trouvé (ga) cette équation de la tangente en 
un point de la parabole x ' , y' , que nous appellerons ici x" ,y" 

y"y = P(.*' + *)> doùy=£x+p? i . 

J J 

Donc la tangente trigonométrique de l’angle fait par la tan- 
gente avec l’axe des abscisses, est 




cet angle donné parla tangente a, estaussi l’angle d’inclinaison 
de l’élément au point x" , y" sur une parallèle à l’axe des ab- 
scisse? ; pour y' = c , on trouve 



a =oc 
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donc la parabole tombe à angle droit sur l’axe de s abscisses : 
l'ordonnée augmentant , a diminue , et tend vers zéro ; ainsi 
les élémens de parabole s’infléchissent continuellement , et le 
dernier n’est pas parallèle à l’axe. 

La soutangente est ( 90 ) ' 

TP = nx\ 

propriété qui fournit un moyen très-simple de mener une 
tangente par un point donné sur une parabole : on peut aussi se 
•ervir à cet effet de la valeur de la sounormale ( 90 ) -f'g- 85 • 

PN = p, 

en observant que la tangente est une perpendiculaire à la nor- 
male au point donné. 

1 39. Si du foyer Fdont les coordonnées sonty=o , x' = 

on mène une droite au point de tangence x", y", on aura pour 
la tangente trigonométrique de l’angle qu’elle fait avec l’axe des Fig. 85. 
abscisses, 




a 



L’angle FM' T que fait cette droite avec la tangente, en M.' , 
a pour tangente trigonométrique, 

et — a _ 

1 -f- <ta ' 

qui devient après les substitutions des valeurs de <t et de a, 
et les réductions, , ou a = tang MTF. 

Donc, dans la parabole , l’angle formé par la tangente 
avec un rayon vecteur au point de tangence , est égal à celui 
de la tangente avec l’axe. 

Si par le point de tangence M F ' , on mène la droite M'F' F *fr 85 * 
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parallèle à l’axe , on aura l'angle TM' F' «= M TF, et si l’on ob- 
serve qu'en passant de l’ellipse à la parabole , l’un des rayons 
vecteurs M' F' devient inGni , en même temps que le grand 
axe , et qu’alors M' F' est parallèle à AX , on reconnaîtra que 
la propriété de l’ellipse se transforme ici dans la suivante : les 
droites menées du point de tangence au foyer , et parallèle- 
ment à l'axe , font avec la tangente des angles égaux. 

Fig. 85. De là résulte un moyen très-simple de mener une tangente 
à la parabole par un point extérieur , tel que t. Soit F le 
foyer, et SQ la directrice : du point t comme centre, avec 
un rayon tF, on décrira une circonférence de cercle qui cou- 
pera la directrice en Z,, de ce point on mènera une parallèle à 
l’axe ; le point M' où cette parallèle rencontrera la parabole , 
sera celui de tangence , et tM' sera la tangente cherchée. 

En effet , par une propriété de la parabole démontrée (ta5) , 

M'L = MF, 

par construction, 

tL—tF\ 

donc l’angle LMt—tJU'F—F'MT, égalité qui caractérise la 
' tangente en M. 

En rapprochant cette construction de celle que nous avons 
donnée pour l’ellipse, on verra qu’elle n’en est qu’une modi- 
fication déterminée par l’éloignement infini du second foyer 
de la parabole. 

i3o. Passons à quelques problèmes sur la parabole. 

t*. Trouver sur l’axe d’une parabole, le centre N d’un cer- 
cle qui touche une ordonnée M'Pni' donnée de position en un 
point P' , et la parabole en deux points. 

Ftp. t'<>. On prendra sur l’axe une longueur P' P — PM' , au point 
P on élevera la double ordonnée mPM, et ayant pris PN 
égale à la moitié du paramètre , le point N sera le centre, et 
NM le rayon du cercle demandé. 






m 
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D’après la construction, la ligne PN est la sounormale 
du point M ( 90 ) -, donc la tangente tT l’est en même temps 
à la parabole , et au cercle décrit du centre A r ; donc déjà ce 
cercle touche la parabole dans les deux points M et m. Ea 
second lieu , si l’on désigne le paramètre par ap , on a 

MN l =z M + PN^—ap^AP'—P'P'i+p', 

P'N=( P' P— P Ny= (P / M'—PNy^PW'+PiV—zP' M’ . P N ; 

= ap(AP' — P'P)+p 1 : * 

-donc MN—P'N. 

a 0 . Inscrire une droite IVÎm d r une longueur donnée dons une 
section conique MAra, de manière que celte droité passe par le 
point G donné de position. 

Soit AX l’axe principal de la courbe : menons les ordonnées Fig. 87. 
MP y mp, GE. Pour avoir la position de la droite MN , on 
pourrait indifféremment , chercher les points M ou m \ mais 
comme ils sont déterminés de la même manière par les lignes 
MG, MP ou AP , et par les lignes mG, mp , Ap, il ne faudra 
se sêrvir ni de l’un ni de l’autre , mais plutôt d’un troisième 
point F, qui ait avec eux la même relation, ou dont ceux- 
ci dépendent de la même manière ( Arithm . univ.). 

Soient donc AE — x', EG=y' , mM = c , FE — z, 

AP = x , PM =y ; on aura FP = x — x' z. Or on dé- 
duit de la proportion 



GE: EF:: mp :-pf<= 



yi 

r 



égalant les deux valeurs de FP , on obtient 



x ^ x ' +z= yj F . 

Supposons, pour plus de simplicité, que la section conique 
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•oit la parabole de l'équation 



N 



y = 

on en tirera la valeur de x pour la substituer dans la relation 
précédente , et résolvant l’équation résultante par rapport à y, 
on trouvera ces deux valeurs , 




On voit donc que le radical est la différence d*s deux 
valeurs de y , c’est-à-dire , des lignes -f- PM, — PM' ou 
— mp : donc la ligne MM' sera cette différence. Or la pro- 
portion • 

fg : ge :: mM : mm' 



donne 



l/ÿ 2 + z * :/ " ~;i + sp — -) 



•galant le produit des extrêmes à celui des moyens , élevant au 
" carré , et ordonnant , on trouve cette équation du quatrième 
degré» 

+ 8px'ÿ' ) z* -f- ftpy'<z — Spx'y'^=o 

-Wy* I 4- ey* 



et on serait arrivé à une du huitième , si on eût cherché 
\ MG , MP , ou AP. Cette équation est constructible par le 
moyen d’une parabole donnée et d'un cercle ( ch. X ). 



\ 
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CHAPITRE XV. 



Propriétés de l'Hyperbole. 

» 3 i. Nous avons trouvé pour équation de cette courbe rap- 
portée au centre et aux axes ( page 100 ) , 

Ay — = — A‘B 1 , 

et pour celle de la même courbe rapportée au sommet , et à. 
deux axes dont l’un est symétrique, et l’autre tangent (page 101), 

Ay — Æ’x* = — a B'Ax. 

Nous rappellerons qu’on passe des équations de l’ellipse à 
celles-ci , en changeant dans les premières B en B 1/ — i. 

Pour deux abscisses £ , x" auxquelles correspondent les or- 
données^ , y“ , on a cette relation, 

y*_ (x'-f-vn 

y* ” {x" + A-){x k -AY 

On voit que les carrés de deux ordonnées , sont entre eux 
comme les produits de leurs distances aux sommets A , A'. 

i 3 a. Si par les sommets A et A , on mènejdeux droites , et 
qu’on les assortisse à se couper en un point M de l'hyperbole , y ; g . rj. 
on trouvera cette relation entre les tangentes trigonométriques 
des angles qu’elles font avec l’axe des abscisses 
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la même, au signe près, que celle que nous avons trouvée 
dans l'ellipse, et qui s’en déduit en changeant dans celle-ci , B 
en B y' — i : comme ce produit est positif, on conclura que 
les angles de ces cordes avec l’axe, sont aigus dans l’hyperbole , 
tandis que dans l’ellipse , l’un d'eux est obtus (102). Pour l'hy- 
perbole équilatère , B — A , et conséquemment 

ad — 1 : 

Ainsi , dans l’hyperbole ordinaire , les droites menées d'un point 
de la courbe aux sommets , font des angles aigus dont l’ouver- 
ture est dirigée dans le même sens ; et, pour l' hyperbole cqui- 
latère , ces angles valent en somme un droit. 

On sait que dans le cercle les cordes menées des extrémités 
du diamètre à un point de la circonférence, font avee l’axe 
des abscisses deux angles aigus qui, en somme, valent un droit; 
mais les ouverturés de ces angles sont opposées. 

i33. La tangente de l’angle V formé par les deux cordes 
A’M, AM , se calcule comme dans l’ellipse, et on trouve 



or l’abscisse x augmentant, la tangente et conséquemment 
l’angle V diminuent; cet angle décroit jusqu’à zéro, qui est 
la limite qu’il atteint lorsque l’abscisse arrive à l’inOni. Pour 
l’hyperbole équilatère , 

tang V = i , 

« 

si l’abscisse x = A [/u. La même hyperbole a pour équation 

X= V/3F+ 7i 

Pig. 88 . or on a aussi , 

P’ A = VCÂ'+P'C = \/A' +y J ; 



tang/ r = 






\/î- 
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P'M—PA\ 

De cette propriété résulte un moyen simple de construire 
l’hyperbole équilatère par points. Par tous les points du second 
axe, on mènera des parallèles au premier , et rapportant sur 
chacune d'elles la distance du point par lequel elle est menée, 
au sommet donné de l’hyperbole équilatère , on aura un point 
de chacune des branches opposées. 

i34- Il est assez naturel de rechercher s’il n’existe pas dans 
l’hyperbole deux points correspondans aux foyers de l’ellipse , pj„ 
et comme ceux-ci ont pour abscisses dz \/ À 1 — B', l’a- 
nalogie porte à supposer que, par rapport à l’hyperbole, ils 
correspondront aux abscisses dz \/ A’ -f- B % ; et en effet, si l’on 
désigne par z! , z les distances (Je ces points à un point quel- 
conque de la courbe x, y, on trouve 

Donc ces rayons vecteurs sont effectivement exprimés d’une 
manière rationnelle au moyen de l'abscisse, et leur différence 

t! — z = a A. 

Cette propriété des foyers sert à la construction de l’hyper- 
bole : pour cela, de l’un des foyers comr/te centre, et d'un rayon 
quelconque , on décrit un arc de cercle que ton coupe 
par un autre arc décrit du second foyer , et avec un rayon 
different du premier, d'une quantité tga/e au premier axe, 
ensorte que la différence reste égale au grand axe. 

i35. Le paramètre de l’hyperbole , c’est-à-dire , la double or- 
al? 1 

donnée passant par le foyer, a pour valeur — -, et conséquem- 

A 

ment a A dans l'hyperbole équilatère. 
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136. En reprenant la marche que nous avons suivie dans l'el- 
lipse , nous pouvons déduire l'équation de l'hyperbole de cette 
propriété, 

2 ! — % — a A. 

gg. Soient F' , F les points fixes donnés, l'origine C au milieu 
de la droite qui les joint, et que nous .ferons — ac, et sup- 
posons que M soit un des points pour lesquels on a 

F'M — FM= a A=zz'— 

on a 

î'*=y‘ + (* + c)‘i z*=y + (x — c)*. 

En employant ces trois équations comme nous l’avons fait dan» 
l’ellipse , on parvient à celle-ci, 

A\y' -f x s ) — èa? = J * < A* — c*.). 

Mais ici , il est évident qu'il ne peut y avoir sur l’axe des y 
passant par le milieu C de F' F, un point tel que F 1 AI — FM=aA, 
puisque , pour un tel point , cette différence est nulle : ainsi 
l’ordonnée correspondante àr = o, sera nécessairement ima- 
ginaire , ou de la forme B — x et, dans cette hypothèse 
faite sur x , on a 

y* = A % — c* = — B % ; 

■ i 

d'où l'on déduit • % 

c' = A* + B'\ 

ensorte que l'équation obtenue devient 

jy — B*x* — À'B ' , 

c’est-à-dire, celle de l’hyperbole , seule courbe qui jouisse de 
la propriété énoncée. 

137 . Il existe une description de l'hyperbole analogue à celle 
que nous avons donnée pour l’elüpse et la parabole. 
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Aux extrémités A, A' du grand axe , on élevera les perpen- 
diculaires AG — AF , A' A' F, situées, l'une au-dessou.-- ' c 
et l’autre au-dessus de Taxe ; on mènera la droite LG prolongée 
indéfiniment , ensuite , par des points O, etc, pris sur l'axe , on 
mènera des perpendiculaires terminées en D , sur lesquelles on 
marquerais points P et P, en décrivant de F, comme centre, 
des arcs avec les rayons OD , OD. On aurait pu prendre 
A' g — A' F' , Al — F' A , et tirant gl qui eét parallèle à GL , 
on déterminerait les points P et P par le moyen de cett» 
ligne gl, du foyer F' et des lignes Od , étc. 



89. 



On a, par construction , 



donc 



Al = AF, AG — AF— A' F'-, 
Al— AG —AF' — A' F — AA! ; 



ainsi , toutes les parallèles DA sont égales au grand axe. Cela 
posé , on a PF = OD , mats aussi, parce que le même point P 
aurait pu être déterminé en coupant Od avec un arc décrit de 
F, comme centre, avtec Od comme rayonna a PF—Od, donc 

PF — PFte= Od — OD = AA' ; 



donc le lieu des points P est une hype&ole. Il est facile de 
voir qu'il ne peut exister de points sous cette condition , sur les 
perpendiculaires situées entre A et A". 

Oh remarquera, i°. que les lignes RD, rd «ont tangentes-, 
"aux extrémités M e t tn des ordonnées qui passent par le» 
-loyers ; 2®. que l’angle AKG eét plus "grand que 56 *. 

1S8. L'hyperbole peut aussi être rapportée à des coordonnée* 
polaires , c’est-à-dire à un rayon vecteur et à l’angle qu'il fait 
avec TaXe des abscisses : mais nous nous dispenserons de faire 
*ne troisième fois ce calcul, qui ne présente aucune difltcuhé. 

i 3 g. L’équation de la tangente à l’hyperbole est (9a) 
jt?Ÿy — s * — A*B* ; 
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on en déduit pour la tangente de l’angle d'inclinaison de cette 

ligne sur l'axe des abscisses , 



a — 



B * 



Ay 



Pour y" —o, c'est-à-dire, aux sommets A, A' , l’élément 
est perpendiculaire à la courbe. Ainsi les trois sections coniques 
tombent à angle droit sur l’axe symétrique : cette inclinaison 
ne peut jamais devenir nulle, car pourx"=o, y’ est imaginaire ; 
et pour y" — oo , on trouve x* = oo , abscisse impossible. 

Si par le centre et le point de tangence M' , on mène une 
droite, elle aura pour équation 

y" y" 

i. y- r-e,*, d’oùa' ==-y, 



multipliant a par a' , on obtient cette relatioa 




mais nous avons trouvé de plus cette relation ( 1 3a) , 




entre les tangentes trigonométriques des cordes AM , A'M 
menées des sommets eu un point quelconque de l’hyperbole: 
donc sitt'=a', nécessairement *= a : conséquemment la corde 
y/'ü/étantparallèle à la ligne CM' menée du centre au pointde 
tangence, la tangente M'T sera parallèle à l’autre corde AM. 
Cette propriété fournit, pour mener une tangente en un point 
donné sur l’hyperbole, un procédé absolument le même que 
celui que nous avons prescrit à l’égard de l’ellipse (u4)- 
Le point de tangence M' est sur une hyperbole décrite sur 
CT 1 comme premier axe, et dont le rapport 4 e * 3X68 e*t 

(Voyez V ellipse . ) 

AT 



\ 
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DE L HYPERBOLE. 



ii$o. Si du foyer F on mène une droite au point M' ou x", y", 
de tangence, on trouvera pour tangente de l’angle M'FX, Fig. 88. 



On sait (i3g) que 






B 1 x" 

° ~~ a *‘ y* 



et désignant l’angle FM'T par V , on déduira de ces deux 
données, comme nous l’avons fait pour l'ellipse, 

-f- /?’ 

tang F=X — 

C y 

La tangente de l’angle V fait par le second rayon vecteur. 
F'M' avec M'T , est 

tang/" = -f - — : 

c y 

donc l’angle FM'T-= F' M'T, c’est-à-dire, que, dans l’hy- 
perbole , les droites menées du point de tangence aux deux 
foyers , font avec la tangente, et de part et d'autre de cette ligne, 
des angles égaux. 

Si l’on prolonge le rayon vecteur F'M' , l'angle fM'F est p ig gg 
divisé par la normale en deux angles égaux. 

i4i. On tire de ces propriétés la construction suivante pour 
mener une tangente à l'hypeAole par un point donné. 

0 

Si on le suppose sur la courbe' en M' , on mènera les rayons 
vecteurs FM', F'M', on prendra sur celui-ci, à partir du point j.. gg 
M' , la longueur M' K — M'F\ joignant K et F par une 
droite et lui menant la perpendiculaire M'T , ce sera la tan- 
gente cherchée : en effet, les angles FM'T , F' M' T sont égaux 
entre eux. Pour tout point t' pris sur la tangente , quelque 
voisin qu’il soit de M' , on a >* 

F( < FK+Kt, d'ou Ft’—Kt’ ou Ft'—ÏF<FK ou<a A 
' Flan, de Géométrie. • ' îS 
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a4a DE t'HYPERBOLE. 

Que le point donné soit extérieur à la courbe , en t, par 
exemple: de ce point, comme centre, avec un rajon égal à 
Ft, on décrira une circonférence de cercle ; du second foyer 
F ' , comme centre , avec un rayon égal au grand axe , on dé- 
crira une autre circonférence qui coupera la précédente en K‘, 
menant FK qui rencontre la courbe en M' , le point M' 
sera le point de tangence, et tM ' la tangente cherchée ; car i* 

tK — tF : 

on a aussi 

F'M' — KM' =r a A, F'M' — M'F= a A\ 

donc a° 

• KM' = M'F\ 

et conséquemment la ligne tM' est perpendiculaire sur KF, 
et elle divise l’angle F'M'Fea deux angles égaux. 

Les circonférences décrites des points t et F' se coupent 
en deux points qui donnent les deux tangentes qu’il est 
possible de mener par un point extérieur : nous verrons 
bientôt comment ces tangentes se distribuent entre les deux 
branche» de la courbe, d'après les différentes positions du 
point donné. 

1^2. Par une analyse absolument semblable à celle dont nous 
avons fait usage dans l'ellipse , on démontrera que , dans l’hy- 
perbole, le produit des perpendiculaires abaissées de chacun 
des foyers sur la tangente , est égal à —B* , B désignant le 
demi-second axe , et qu’il en est de même du produit des or- 
données à la tangente , ayant pour abscisses -+■ A et — A. 

Nous avons reconnu ( 5 o) que les asymptotes de l'hyper- 
bole, laseule des trois sections coniques qui en comporte pétaient 
deux lignes qui, passant par le centre, et comprenant entre elles 

• 
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DE L'HYPERBOLE. 9^3 

les deux branches , s'approchaient sans cesse de l’une et de 
l’autre, sans pouvoir les atteindre : il est facile de voir que les 
asymptotes sont les limites des tangentes menées aux points 
successifs de l’hyperbole. A cet effet, reprenons l'équation de 
la tangente 

Ayy — B'x'x — — A* B* ; 

l'abscisse du point dans lequel elle rencontre l'axe , est donnée p; g . go. 
par y = o, d'où résulte 

x'=x~=zCT: 

3 ? 

\ 

x“ augmentant , xf diminue , et la limite , ou le dernier terme 
de ces diminutions, est zéro , c'est-à-dire, que lorsque fb point 
de contact x " , y" est , si l'on peut s'exprimer ainsi , à l'extré- 
mité de la branche , le point T est en C. 

, » 

Mais pour x" = 00 , on déduit de l’équation de la courbe 




- cette valeur reportée dans l’expression 



la change dans celle-ci 




donc non-seulement cette dernière tangente passe parle centre, 
mais encore elle fait avec l’axe des abscisses, un angle dont 
B 

1 « tangente est —j : elle se confond donc avec l'asymptote. 



Il est facile de démontrer que, pour une abscisse quelconque , 






* 



« 



\ 
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J>44 de l’hyperbole. 

l'ordonnée de la courbe est toujours moindre que celle de l'a- 
symptote : car on déduit de l’équation dé la courbe 

i et, pour la même abscisse x , l’ordonnée de l’asymptote, est 
B B* , 

y~~Â x > dou y 

ces deux valeurs de y * ne sont égales que pourxhroo , puis- 

* B % 

qu’ alors on peut négliger le terme B' vis-à-vis de — x*. 

Nous avons trouvé (71 ) que les diamètres égaux de l’el— 
Î‘P se passaient par le centre, et qu'ils faisaient avec l’axe 

des abscisses des angles ayant pour tangentes -f- ^ ; 

N AA 

ensorte que si on construit une ellipse sur les deux axes de 

l'hyperbole , les diamètres égaux de la première courbe seront 

les asymptotes de la seconde et réciproquement. 

• 

1 44- Lorsque le point duquel on doit mener une tangente à l’hy- 
perbole , est donné dans l’angle SCS 1 des asymptotes, qui ren- 
ferme une branche, comme en t, les deux tangentes tM' , tfx 
touchent Cette branche , et il est visible que leurs prolongement 
^venant à couper les asymptotes , restent au-dessus et au-des- 
sous de la branche opposée. Le point t' étant donné dans l'angle 
Fig. go. sC/ , les deux tangentes se distribuent entre les deux branches 
qu’elles touchent au-dessous de l'axe AA 1 . Généralement les 
tangentes menées par un point extérieur , doivent toucher la 
courbe avant de rencontrer les asymptotes ; autrement elles 
deviendraient sécantes. 

i 45. Parunpoint mprissur l'asymptote CS, et dont les coor- 
Fig .go. données sont x ' , y ' , menons une droite mm' dans une position 
que {conque : son équation sera 

y— y' sa ee(x — x"); 



v • 



Diç 



?d by 



* 









DE L’HYPERBOLE. 2^5 

mais parce que le point est pris sur l’asymptote représentée par 

B 

y=A x > 

B ' , * 

on auray = — x' , et l’équation précédente deviendra 

il 

— a/). 

Soit pris sur la droite mm' un point quelconque M , dont la 
distance km, soit z ; on aura . * 

z = \f(y-ÿy + ' 

xet_y étant les coordonnées du point M\ si on remplace^—- y 
par sa valeur <t (x — x 7 ), on trouvera 

* = ^ + vr+t‘- d ' oli y =y + 7r+?- 

Si maintenant on veut que le point M soit en R , il faut dire 
que les coordonnées x , y satisfont à l'équation de l’hyperbole 

Ay — Æ*x* = — A*B\ 

le résultat de ces substitutions sera 

i i * Bjc ' Vi + __ A‘B*( i -f-i 1 ) _ 



** + 



= o. 



B + *A ~ B * — ÏFÂ* 

dont les deux racines t! , z " sont mR, mR' : on a donc 

— 2 Bx' ^ i -f- « a 



z' +z" 



B+*.A 



SiTon porte les valeurs précédentes de x et de y dans l’é- 
quation 

y = -2 x '> 
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3^5 DE l’hyperbole. 

de l’asymptote CK , on dira que le point M est en m', et la 

valeur de z qu’on obtiendra, savoir. 



a Bx' [/ 1 -j- et* 
' Z ~~ B -f- a. A • 



sera la longueur m m' , interceptée entre les deux asymptotes : 
on a donc 



z — z 



ruais 



z =%R' + Km' 
z 4 - z z=.mK 4- mR 



donc mR = Km' 



Donc, si l'hyperbole est coupée par une droite quelconque , 
les parties de cette droite, interceptées entre chaque branche 
et son asy ilote, sont égales entr’ elles. 

Cette p s A iriété fournit un moyen de construire l’hyperbole , 
connaissant se» asymptotes et l’un de ses points , R , par exem- 
ple : on mènera par ce point des droites quelconques, tellesque 
NRn , puis prenant nr = N R , le point r sera à l’hyperbole. 



i 46- L’équation de la tangente en un point x", y" de l’hy- 
perbole, est 

A' y’ y — B' xx = — A 1 B" ; 



Q>- celle de l’asymptote CK , est 




l’abscisse CP de l’intersection de ces deux droites, sera la va- 
leur de x, résultante de l’élimination de _y entre ces deux 
équations, et on trouve 



A'B 

X Ay" -f- Bx 1 ' 

Comparons cette abscisse à Cp , qui est celle de l’intersectiea 






DE L’HYÏERBOtl.' fl47 

avec CS' de la parallèle M'r à CS : l’équation de cette parallèle 
M’r , est .* 

celle de CS' est 



B 




l’abscisse Cp de leur rencontre r, est donnée par l'élimination 
dejrj elle a pour valeur 

v _ Bnf — Ay" t ’ 

A “ Ui ’ 

Si l’on réduit an même dénominateur ces expressions de x et 
X, on trouve 

n A'B % v —(A'y" t —B'x m '')_ A* B* 

X ~*B{Ay"+Bx"j' X — n B(Ay"+Bx" ) “a B(Af +Bx'ÿ 

en observant que le point x " , y” étant sur l’hyperbole , on a 

— Ay u -f- B*x*' = A'B 1 : 

or CP étant double de Cp, on a Ct double de Cr ou tr = rC. 

Donc dans l’hyperbole rapportée aux asymptotes , la s au tangente **6 - 9 1- 
comptée sur l'asymptote, est égale à l’abscisse du point de tan- 
gence, comptée sur la même asymptote .• de pluf, la portion de 
tangente tM' T ^comprise entre les asymptotes , est divisée en deux 
parties égales au point M' de tangence , à cause de CP" = PT. 

1 47 - Reprenons l’équation 

A' -f B' 

• *y=— r -> 

trouvée (76), qui est celle de l’hyperbole rapportée à se* 
asymptotes CX, CK; soient Cle centre de l’hyperbole,.... 

CB = CB' le demi-second axe ; les quatre côtés AB, B A! , Fig. 9a. 
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348 DE l’hyperbole. 

A' B' , B' A seront égaux ; conséquemment la figure AB A' B 1 sera 
un losange : si du point H , milieu de AC , on élève «ne pér- 
pendiculaire, elle passera par les points D , V de rencontre 
des côtés AB , AB’ avec les asymptotes ; en effet , HD CB 
x=\AR : on a donc . ' •) 



AD — AH + DH 



- r > A‘ + B' : 



comme les quatre triangles dont est composée la figure ADCD', 
sont égaux entre eux, cette figure est un losange; soit S l'an- 
gle entre les asymptotes; l’équation précédente multipliée par 
sinC, devient 

. A* +- B- . , 
xy sm C r= ain 6 , 

J 4 

Le premier membre représente l’aire du parallélogramme 
construit sur les coordonnées AP=x, PMs=.y d’un point 
quelconque de l’hyperbole : le second membre représente celle 
du parallélogramme ADCD 1 formé sur les coordonnées du 
sommet , et ces deux aires sont constamment égales. Le grand 
losange AB A' B' quadruple de ADCD' , 6 e nomme la puissance 
de l'byperbo!e. 

Lorsque l’hyperbole est équilatèré, l’angle des asymptotes 
est dro#, sin C = î , le losange ADCD' devient un carré, le- 
quel est toujours égal au rectangle des coordonnées. 

\48. Si l’on mène le diamètre CM et la tangente tM'T, et 
t ig. 92 . que l’on nomme toujours C, l'angle des asymptotes CY, CA'; x, y. 
les coordonnées CP', PM' du point M' , rapporté à l’origine 
C et aux asymptotes, les triangles CM' P ' , M'P'T donneront 

i. ' ' 

CM' —y 1 arycosff, 

, 'JM'==y* -f> x*qz axytosC ; ' 

donc > • s , 

cm'— TM'~ 4xy cos 6 ; ; 
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. DE L’HYPERBOLE. afà 

or l'angle 9 formé par chacune des asymptotes avec l’axe de 

* * . , ^ 

la courbe, a pour tangente trigonométrique — : on aura donc 

-/X 

► * • 



sinô 

et à cause de 6 = a9 , d’où 



B . . • A 

— v- T-TT- -; cos 9 = — — , 



on a 



co* C cos a9 = cos 2 9 — sin , fl , 



ai 



cos C =* 



A 1 — B % 
A % + B 1 '* 



or l'équation de la courbe est 

4xy=A> -f B\\ 

et conséquemment 

• 

4xy cosC — A* — B 1 f 

donc 

CM* — TM' = A* — B 1 \ . 

mais nous avons vu ( 75 ) , que telle était la relation qui devait 
exister entre les diamètres conjugués de l’hyperbole; or M’Cml 
est un de ces diamètres; àonctM'T est son conjugué en longueur, 
en observant que t M' T—aM' T (> 46 ) ■ Ainsi, ayant de longueur 
et de position celui des diamètres conjugués qui aboutit à la 
courbe, 1 autre sera, en longueur, la portion de la tangente menée 
par l’une de ses extrémités, comprise entre les asymptotes : pour 
1 avoir en position , on le ramènera à passer par le centre pa- 
rallèlement à la tangente TM't. 

% * 

i4g- Nous terminerons par la résolution de deux questions. 
1 *. Un point étant donné dans le plan d'une section conique , 
soit intérieurement , soit extérieurement t on propose de mener 
par ce point une perpendiculaire à la section, ou à la tangente , 
au point où aboutit la plus courte distance. 



a 5 o DE L'HVPERBOLI. . 

Soient £ , ÿ les coordonnées AP 1 , P'M'àa point M' donné , 
fig. 93. etx et^ celles AP et PM du point M , pied de la perpendi- 
culaire; ces coordonnées étant rapportées à l'origine A, si l'on 
prolonge la perpendiculaire M'M jusqu’en N et qu’on mène 
la parallèle Mm à AC, les triangles semblables MmM' , P MT 
donnent la proportion 

Mm : M'm :: PM : pt= ; 

• X X 

mais le point M est sur l’hyperbole qui a pour équation 



+ x)x, 

qB % 

np étant le paramètre ; or la soutangente PT a pour 

jA 

expression 

4- x)x 

A "j- x * 

lorsque l’origine est au sommet ; c’est ce qp'on trouve en chan- 
ta 

géant x" en A + x dans la soutangente — — donnée (91) : 

donc l’équation de la courbe énoncée au moyen de la soutan- 
‘ gente , est 

y = £.(A + x)PT, 

» * ... 

*t remplaçant PT par sa valeur trouvée plus haut , 






on tire de là 



Ry'ÇA + x) _ yy‘(A. fx ) . 

J A{x -Ç- x') -f- p(A -j-x) kA -f- Ix 5 



\ 
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DE 1.” HYPERBOLE. * ' s5l 

après aroir fait x' + p — k, A p — /. Cette râleur mise 
eu place de y dans l’équation de l’hyperbolç 



y*= ( zA -f- x) x 

: ■° au 

donne, en fusant, pour abréger, m = -y-, 

** 

cette équation du quatrième degré. 



... _ Arf % 



x* + z A f x 3 -f- 4A1 
+ ami 



-f- 4Am C x" 1 -f- a Am* f 
+ m* \ — %An % { 

— n* l 



x — A'n % =s o : 



dont le dernier terme est négatif; il existe donc , au moins, deux 
racines réelles , l’une positive , l’autre négative , et conséquem- 
ment la question admet , au moins, deux solution? ; les élèves 
pourront s’exercer à les discuter et à résoudre le même pro- 
blème sur la parabole. 

J. I ’v 

3°. Trouver le lieu du sommet d’un triangle dont la base AB 
est donnée , et dont les deux angles DAB , DBA sur celte base , 
ont une différence donnée. 

On prendra pour axe des abscisses la ligne MPQ faisant fi s 94 . 
avec la base les angles APQ, BPM égaux chacun à la moitié de la 
différence des angles sur la base ; «ette rfroite fera arec DA, DM, 
les angles DQP , DMP égaurg en effet-, (ffPA — BPM , et 
chacun de ces angles est la moitié de la différence DBP , 

DAP\ donc DBP = DAP -f- QPA -f- BPM ; mais 

DBP — BMP+BPM ; donc DQP=BMP ouDQM~DMQ. 
Abaissons les perpendiculaires B N , AR, DO sur l’axe MQ , 
et soient PO=x, DO-=y, ARxa BN~b , PR~PN~c. 

Les triangles semblables B NM, DOM donnent 



d'où l’on tire 



BN'.DO :: MN'.MO, 



DO — BN'.DO ::MO — MN'.MO — 2 £ 2 , 

y-b 
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fl 5a ’ de i'byperbole. 

De même, à cause des triangles semblables ARO , DO O ' 
on a . , v * 

, , ar.:do::rq: qo, 

on a v v » 



do+ar:do :: or + qo : oo==SL±J 2 f. 

y + b ’ ■ 

.*>, , - * : 

mais a cause des angles égaux DMQ, DQM , on a M 0^=0 O 
et conséquemment - . < * 



•y + *y — <y — xy . 

y + b y — b ’ 

et réduisant, , 

xy — bc, I 

équation de l’hyperbole rapportée aux asymptotes. Newton , 
dans son Arithmétique universelle, a donné deux solutions dé 
ce problème ; nous avons relaté la seconde comme étant la plus 
simple , quoique la première soit préférable à d'autres égards. 







» 
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. CHAPITRE XVI. 

De la quadrature des courbes du premier ordre . 

i5o. (^carrer une courbe, c’est évaluer l’espace compris 
entre l'arc de cette courbe , les deux ordonnées extrêmes, et le 
segment correspondant de l’axe des abscisses : l'espace parabo- 
lique est le seul qu'on puisse assigner exactement , la quadra- 
ture des autres courbes ne peut être qu’approchée. La solu- 
tion de cette question dépend de la sommation de séries dont 
le terme général est an m , et il faut entendre par-là qu’on ob- 
tient les premier, second, troisième, etc. termes de ces séries, 
en faisant dans an m , n — i , = a , = 3, etc. 

On nomme terme sommatoire , l’expression qui donne la 
somme d'un nombre quelconque de termes dont la loi est con- 
nue : telle est la fraction qui représente la somme des 

n premiers termes d’une progression géométrique qui com- 
mence par a , et dont le facteur constant est q. 

Si l’on désigne par S la somme des n premiers termes de la 
série , dont le terme général est an " , et par s celle des n, — i 
premiers termes, on aura 

• S — s — an m ; 

Or ori passe de S à J , en changeant^ en n — 1 dans S ; 
donc si l’on pose 

SsxAn** 1 + Bn m - f Cn a -'+Dn m -*+ t ....+R, 

♦ ' ♦ 
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A, B , C etc. étant des coefliciens indéterminés, l’identité 

an" =: An mJr ' -J- Bn m -f- Cn wl ~ > -f- etc. 

— • A (n — t — B (a — i) m — C(n — > 1 ) m— 1 — etc. 

. * » . - ..... - , . 

servira a déterminer les coefliciens A, B, C, etc. Ontrome 

A = ~~ï, B = ja, C = £ am, etc., 

«t 

S ~ — ^ — n m " h 1 -f- î on m -f- i am . n m— 1 -f* etc. 

TO-+- 1 i » * * 

Soit la série 

î”, a", 3 m , 4 m i 5", etc., 

dont le terme général est n m , on aura a = î , et la somme 

S = — \ — n”" 1 "’ + » «** ~h l mn m ~' -f- etc. 
m-f- i • 

or, si on suppose que la série proposée ne s’arrête pas, le 
nombre des termes sera plus grand qu'aucun nombre donné , 
et par conséquent on pourra négliger toutes les puissances de n 
inférieures à la puissance m -f- î , ensorte qu'on aura pour 
limite de la somme ( Alg. i* r * section ) . . . 

5= — I — n* + ■. 
m + i 

• 

i5i. Cherchons la quadrature de l’espace circulaire CB MP, 
compris entre le rayon CB perpendiculaire à CA , l'ordonnée 
parallèle MP , l’arc BM , et l’abscisse CP. A cet effet , nous 
Fig. g5. décomposerons cet espace en rectangles Ch, il, mn, etc. .dont 
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QUADRATURE. 255 

les bases Ci, im, mp, etc. soient égalas, et telles que représentant 

OC 

l’une d’elles par e et l’abscisse CP par x, on ait — plus grand 
* e ' 

qu’aucun nombre donné : on aura pour expressions de leurs sur- 
faces 



Ch = e\Za‘ — e* , il=e\Za!‘ — 4e* , mn-=se\/ a' — ge*, etc. 

a désignant le rayon du cercle ; si on les développe , on trou- 
vera 



CBMP = ae + etc.) 

— — (i m + a* + 3* -h 4* + 5“ -f- etc.) 

a a * 

— (» 4 + a< + 3 4 +4 4 + 5*-f-etc.) 

e 7 * 

— 7g-s O 6 + a 5 + 3 6 -f 4 6 + 56 + e» 0 -) 

’ « — ïâ®^ ( l * + fl * + 3* + 4* + 5* + et«.) 

• -f- etc. 

Or les séries entre parenthèses, sont toutes comprises dans 
celle que nous avons sommée (i5o), et de plus, elles ne 
s’arrêtent pas ; on en aura donc les termes sommatoires en. 
faisant dans S successivement m=o,= i,=a, etc. , etn =» 

— nombre de termes de chaque série : ainsi 



! “f- l “f" I -f-. « . « 




i* -j- a* -f- 3» -f. , . . 




*♦ + a* -pï* -f-.».. 


■•••+ 0 = 



etc. 



x 

e 

x 1 

3? 

X 4 

5c 4 



» 



\ 
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Donc l’espace oherché 



QUADRATURE. 



CBMPt=ox~ 



x 5 



X' 



6 a 4° a 3 usa 5 



• etc. 



i Si dans cette suite convergente , on fait x = a. , on obtient 
le quart de cercle ACB. Si de l’espace CBMP , on retranche la 

surface du triangle MCP qui est - y a* — x*, la différence est 

la surface du secteur BMC-, enfin, si on divise' celle-ci par 
s a, le quotient est l’arc BM exprimé par 

, ' x 3 , Sx 5 ÿ , 

*+S+üsî + *' 

série connue, et qui devient l’arc de ioo° pour le rayon = i , 
en y faisant x = a = î . 

i5n. Soit maintenait l’espace elliptique CBMP, compris 
g. S 6 - entre le petit axe CB = b , l’ordonnée MP = y , l’abscisse 
CP = x, et l’arc elliptique MB : en appliquant ici ce que nous 
avons dit du cercle et désignant le demi-grand axe pâr a t on 
trouvera 

x 3 x| 



CBMP x=-(ax- 



4oa 3 



-etc. ) : 



.or si sur AA , comme diamètre, on décrit une demi -cir- 
conférence A' b A , on vient de voir que 1 espace 

x 3 x 3 



donc 



CbNP — ax - 

CBMP 

CbJSP 



6 a 4°“ 3 



etc. 



b 

a 



CBA 

CbA> 



en faisant x = a : d’où il suit que la surface entière de l’el- 
lipse est à celle du cercle décrit sur son grand axe dans le rap- 
port de b àa: or la surface de ce cercle = aV, Tétaut le rap- 
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port de la circonférence au diamètre i ; donc la surface de 
l’ellipse étant désignée par £, ona 

E = ab.~r : 

Ainsi on ne peut avoir qu’un,e valeur approchée de l’aire de 
l'ellipse. 

On voit aussi qu’à cause de 

CB MP = - CbNP , CB MA = - CbNA, 

a a 

on a 

PMA = - PNA ; 
a 

les triangles CPM et CP N sont dans le rapport b : a\ ainsi 
CPM= - CP N-, 

a ' - 

donc 

sect CBM=- . sect CbN. 
a 

i53. Proposons-nous maintenant de quarrer l’espace para- 
bolique AMP. 

Si on fait AP—x , PM-=y, le paramètre ~p, et P'6-9f > 
qu’on suppose toujours que e étant la base constante des 

i oc 

trapèzes dans lesquels on décompose APM , on ait - plus 

grand qu'aucune ligne donné* , on trouvera par le même rai- 
sonnement que ci-dessus , , ; , , 



APM = e ÿ pe -f e \/ a pe -f- e \/Z pe -f- e ÿ4p e + etc. -f -e\/px 



f , 

=se{/pe\ i“ 



+ 



ê)*> 



A ' •' 

(-V 

. \e/ a a i a a a , , — - a 

=e\/peX.—^- =^e*p»x* er»=.^xy px=:-xy. 



Elément de Géométrie. 



»7 



* 
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donc l'espace parabolique AMP est les deux tiers dd rectan- 
gle circonscrit APMN , et conséquemment l’espace AMN en 
est le tiers. 

Soient x' , y' les coordonnées AP" , PM' , on aura 

APM' = \x'ÿ, APM = \xy, 

et conséquemment l’espace limité par les ordonnées PM , 
PM' , l’arc MM' et le segment PP , c’est-à-dire , 

P MM' P' = • ( xy — xy ) . 



1 54. Il nous reste à trouver la quadrature de l'hyperbole. 

L'équation de l’hyperbole, rapportée au second axe BD' , 
9®’ comme axe des abscisses , est , en faisant CQ —x , QM =y , 
et désignant toujours le demi-grand axe par a, et le demi petit 
axe par b , 

y ~l VM+xx\ 

si on procède comme on l’a fait dans le cercle et l’ellipse , 
on trouvera l'espace. 

^cçar=JS=J(te+g-^ r + T ^,+«c.) : 

il est donc facile d’avoir l’espace AMP — xy — ACQM. 

En passant à l’hyperbole équilatère , A = a, et l’espace P 
correspondant à ACQM , que nous désignerons par E , sera 



11 



a& 5 



+ etc. 



ensorte qu’on aura 

relation de même espèce que . celle qui a lieu entre les airea 
correspondantes de l’ellipse et du cercle. Si donc on avait la 
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quadrature exacte d’une seule hyperbole , on aurait celle de 
toutes les autres. 

Soit une hyperbole rapportée aux asymptotes PX, CK que Fig.gg. 
nous supposerons à angle droit; il s'agit d'évaluer l’espace 
asymptotique ADPM. 

Dans l'hypothèse que nous faisons, on a CZ>= -p-= m ; 

si donc on compte les abscisses t du point D , et qu'on désigne 
PM par «, l’équation de l’hyperbole sera (i 47) 



u — 



ni * 



m + t’ 



ainsi la base du trapèze élémentaire Dm étant toujours * t 



on aura pour sa surface ■ — ; celle du suivant sera 

m -j- e 



—, et ainsi de suite, et le nombrede ces expressions sera 



m- f- ae 

encore on aura donc l'espace 

ADPM = «11(1+1+1 +-t +1 +1+ etc. ) 

- e’ (> +* +3 +4 +5 +-...+--') 

+-£-('* + “•+?•+<■+ 5 ‘ +■■•+?) 

— etc. 



t= em - — — - -f- — . — . — — . — — J*, etc. 
e ae m 3e* m* 4 e4 ^ 

_ , t* . t* t* , ^ 

, a 3m 4m‘~^ 5 m* etC ’ • 

, f t t* , t 3 t* } 

l m am* 3m* 4* 71 * J 
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( Alg. a' sect. ) ; donc si on fait CP = z =3 m + f . oa * üra 
• v 

ADPM = mH —, 

771 

- I * 

l désignant logarithme ( 2' sect. alg. ). Si l’angle fait par le» 
asymptotes est C , on a 

AD PM = m 1 sin £ . i . — . 

m 

I • « j V • ' SL* 

Si l’hyperbole est éljuilatère, et si la puissance = 1 , alor* 
l’espace 

ADPM—lz. . 

Cet espace est donc le logarithme de l’abscisse CP , et c’est 
ce qui a fait donner la dénomination de logarithmes hyperbo- 
liques à ceux dont le module = 1. 

Ce même espace serait le logarithme tabulaire de l’abscisse 
CP , si l’angle desasymptotes était de a 5 ° 44 ' 23 * ( ancienne 
division); car appelant A le module, il faut qu’on ait 

-« .».*• .'« . . . , s .Ûv;- *<' . 

m’sinC.l. — = Al.z\ 
m 

or cette équation emporte nécessairement les conditions.. 
m~ 1 , 

sin C = A = o ; 43429448 etc. 

oui dans les tables de sinus naturels , répond a l’angle ci- 

* ' r r >. * 

dessus. 



Dans l'hyperbole équilatère, on a 

ACPM^+m'l^ 



m* - . z 



VT- 
f 



de l’aire ACPM , on retranche la surface du triangle 



u ■. 









% 
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MCP (147) , il restera 

2 2 • 

' é V * ‘ 

ACM = m'I— . = ADMP. 
m 

m 

Pour repasser des coordonnées u et z aux coordonnées x , 
y de l'hyperbole toujours équilatère , rapportée au centre et 
aux axes principaux, on observera que 

• ' v 

» • 

CM = s* -f- u 2 — x 1 -f-y'j 

ajoutant azu au premier membre et a m* au second , il viendra 
x* y* -J- aw * = + 2S “ ~f~ L ' • 

mais d’ailleurs 

' A ; ■> ' 

à cause de — — -=m; or, par la substitution de cette valeur 

V/a 1 

dey 1 , l’équation précédente devient, après l’extraction de la 
racine carrée , 

=“+•*=* + — » 

/ L 



et conséquemment 



et de là 



_ x+ ]/x* — am a _ y + vV + 2m 1 

\/â \/2 1 



C^1/= m’/ { = J 

On pourra donc évaluer les espaces 

AT = CP ' a ; — — 

déjà trouvés plus haut. 



vr.i» r- *> 



• V \ 



N 
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CHAPITRE XVII. 

• * 



Des surfaces courbes du premier ordre . 

• ' # 

i55. On a vu dan» ce qui précède, que les équations du 
premier degré entre trois variables , représentent des surfaces 
planes ou des plans , comme les équations linéaires entre 
deux variables représentent des lignes droites ; en passant de 
celles-ci aux lignes courbes du premier ordre , l’équation prend 
trois termes de plus, savoir , les termes qui renferment les 
carrés et le rectangle des variables ; l’analogie porte donc à 
penser qu’on passera des plans à des surfaces courbes qui seront 
dites du premier ordre , en ajoutant à l’équation du plan , 
les carrés et les rectangles des variables. Ainsi nous considé- 
rerons cette équation la plus générale du second degré entra 
trois variables • ^ . 

yfr’-f- By > -\-Cz l -\-Dxy-{-EyzfFxz-\- Gx-\-Hy-^-Kz—L 

ou divisant par L 

• - v 

ax*+by*+cz a +djy+tyz~i-fxz+gx+Jiy+ks==i ...(a) 

. i ' 

1 es axes des x, y , z étant rectangulaires.» 

» 

Puisque deux des variables peuvent se prendre à volonté , 
on pourra résoudre l'équation par rapport à la troisième , 
par exemple , par rapport à s ; et donnant à chacune des 
dfeux autres x , y toutes les valeurs possibles , on conclura , 
pour chaque hypothèse, une valeur de z, et par conséquent 
l<n point de la surface. 
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On peut par la transformation des coordonnées , réduire 
l’équation (a), à la forme 

, t ’ ' 

. ■> Lx % -f- My* -f- Nz* — 1=0 

«ans cesser de prendre les plans coordonnés perpendiculaires 
entre eux. 

. . >. V. S 

Si dans l’équation (a) on substitue pour x , y^, z ces for- 
mules trouvées ( a8 ) , en / supposant = o , 

* = x' cos 4 -h y cos ô sin 4 -f- *in 0 »in 4 
y = — x! sin 4 m ¥y c °* ® co * 4 "f" z> sin 0cos4 

z = — y' sin 0 -f- z' cos 0 

on obtiendra une transformée du second degré en x' , y\ t' 
dans laquelle les coefficiens des variables, renfermeront les 
angles 4 et 0 ; les facteurs des rectangles xz , yz , égales 
à zéro, seront ' • 

(&). . . a ( a — i ) sin 0 sin 4 cos 4 *+• co«0 (/cos4 — esin 4) 

— £?sinS(sin*4“— cos*4 )=o 

(c). . . a sia 0 cos fl (a sin *4+ beos *4 + d sin 4 cos 4 — c) 
■*-( sin*ô — cos‘â)^'sin 4 + ecos4)=o 

et il s’agit de prouver la réalité des angles 4 et ô. X cet 
effet, qu’on divise (i) par cos fl et (c) par sin 0 cos ô, et 
on aura ces^quotiens * 

(b') ...a (a — 5 ) sin 4 cos 4 

. COSO 

— ^ côsi (*“**'4' — COS *4 )+/cos4 —e sin 4^=0 
(c') . . . a ( a sin *4 ■+• b cos *4 + d sin 4 cos 4 — c ) 

-(^-^)(/““4 + *C0.4,=O. .... 

* * 
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_ l'équation (£') donne 

sirf 0 fl f sin -J. — f en s -1 * 

— — — — tang a — é)sm4cos4 — d(sin*4 * i " cos *4 ^ 



substituant cette valeur de tang 0 dans (c') , elle devient 

a ( a sin*4 + b C 05* 4 ■+■ d sin 4 coa 4 — c ) 
sin 4+ * cor 4 

e sin J. — f cos 4 

a Ça — 6 ) sin 4 cos 4 — d ( sin“4 — cos*4 ) 
t a (a — b ) sin 4 cos 4 — d ( sin*4 — cos*4 ) 
esin4 — f cos 4 

ou 

Çf sin 4+ e cos4)C( e s i n 4 — /cos 4 ) a — ( 9 ( a — b) sin 4 cos 4 
— d (601*4 — cos*4)) 3 l —aÇe sin4 — f cos4)(a(« — b) sin4cos4 
— d (sin“4 — cos“4 ) ) ( û sin“4 -f- b cos*4 -f- d sin 4 cos 4 — c ) 

ou . 

( /"sin 4 + e C0! 4 ) ( c sin 4 — f cos 4)* 

— ( a ( a — b ) sin*4 cos 4 — d ( sin *4 — cos *4 ) ) 



C aÇa— &)sin4cos*j. — <f(sin*4 — cos“4)(fs> n 44-cc°64) ~ ] 

-f- 2 (eiin ycos4]j^sin*4+^cos*4+dsin4cos4— -c J 

divisant cette équation par cos 1 4 , on trouve 
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Faisant — — tang 4 = “ , d’où cos a 4 = — — cette 

cos 4 Q 7 1 -f- u“ 

dernière équation devient, après les multiplications et les ré- 
ductions 

(d) . . . ( fa -f- e ) (eu — f)* — (au (a — b ) — du' -f- d ) 
(rfe-f-at/ — abf-\-u{aac — ace— df)) — o 

Or cette équation (d) étant du troisième degré , ou d’un 
degré impair , donne.au moins, une valeur réîlle de tang 4 , 
et l’angle 4 étant déterminé , l’équation (b) qui n’est que du 
premier degré par rapport à tang fl , donnera aussi une va- 
leur réelle de cette tangente. Ainsi, par cette première trans- 
formation et désignant les nouvelles coordonnées par x, y , z, 
l’équation- (a) sera réduite à la forme 

d x' -f- b' y' -f- c'a* 4 - d'xy 4 - gfx 4 * b' y 4 - k'z = 1 . . . (e) 

Il sera facile de faire disparaître le rectangle xy , et à cet 
effet, il suffira de changer la direction des axes des x , y dans 
leur plan , ou de remplacer x , y par ces formules (a8) 

x—x t cos cp 4- y, sin ç , y = — x t sin ç +y , cos 4 : 

si on égale à zéro le coefficient du rectangle xy de cette 
transformée, on trouvera < 

a sin cos 9 XC + /f( sin* <p — cos’qi ) = o 
G et K étant fonctions de a' , b' , c' etc. : on tire de là 

G sin acp — K cos aç = 6 * 

équation qui donnera une valeur réelle pour tang 22 . On 
aura donc cette réduite 



+ s'*, + h °y,+><\ = 



Enfin on sait qu’en changeant l’origine des coordonnée* , on 
peut faire disparaître les termes de première dimension par 
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rapport aux variables, par le* hypothèses 

x;=* + x, y, — C +y, z y = yfz 
et cela fait, la proposée sera réduite à i 

Lx' 4- My x -J- As* — 1 = o, 

les cordonnées x, y , z étant rectangulaires. Il suit de cette 
analyse , que les surfaces du second degré ont trois plans dia- 
métraux conjugués perpendiculaires entre eux : on démontre 
de plus, que ces surfaces ne peuvent avoir que trois de ces 
plans ; mais notre objet n’étant pas de donner une doctrine 
complète de ces surfaces, nous renverrons pour de plus amples 
détails , aux leçons de Monge , à l’école Polytechnique. 

1 56. Nous nous bornerons à faire entrevoir l’existence d’une 
infinité de plans diamétraux obliques conjugués, analogues aux* 
diamètres conjugués de* sections coniques. L’équation (a) ré- 
solue par rapport à t , donne ■ . 

2 = _ Q'+Z-r -M +. t/ 

2C 



par rapport à y , donne 

dx + ez + h ± 

J a b v 

et par rapport à x , donne 

x = - ÿ-± f z + § ± i/ — 

2 a r 

Or les parties rationnelles de ces valeurs , étant représentées 
par Z , Y , X*, on aura ces trois plans 



Z = 
r— 
x = 



_ «y 4- fx + k 

. . - aç 

dx e* -f- h 
a b 

_ dy +fz.+ g 
la 
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dont chacun divise également les doubles transversales limitées 
par la surface , et parallèles hux axes desz, des y et des .r : 
ces plans symétriques se coupent au centre de cette surface. 
En effet , si on dénote s et Z par y , y et Y par £ , x et 
X par « , ces équations deviendront 



acy-j-eC-\-fa.-^-k—o,ub£-\-dit-{-ey-^-h=o,^(ut-{-dC-i-fy-^-g~o, 

les mêmes qu’on aura?t obtenues par l’égalité à zéro des termes 
de première dimension en sf , y' et if de la transformée dé- 
duite de (a) par la substitution de d pour x , y’ +C 
pour y , a' -f- y pour z ; et on sait qne par ces substitutions 
l'origine est portée au centre de la courbe. Mais si l’un passe 
des coordonnées rectangulaires auxquelles est rapportée la 
surface par l'équation (a) , à des coordonnées obliques quel- 
conques , le degré de la transformée sera le même que celui 
de la proposée , puisque les premières coordonnées sont ex- 
primées linéairement au moyen des secondes, et résolvant cette 
transformée successivement par rapport à z' , y , z' , les 
parties rationnelles donneront ces nouveaux plans 



J «y +/v + v 
£ * 

• rfV+eV+A' 

2 b' 

v,_ d'y+fz+y - 

'*• — T~p ■ ' * 

en nombre indéfini , symétriques et se coupant au centre 
comme lespremiers , ainsi qu’il serait facile de le démontrer. 

On pourrait encore se proposer de rechercher s’il n’existe 
pas des systèmes d’axes obliques par rapport auxquels l'équa- 
tion de la surface , conserve la forme 

Lx* -f- My + AV — 1 — o ; 
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à cet effet , on substituerait pour x , y, z ces formule* 

x = x' cos X ~b'y cos X’ -f- z' cos X" 
y = x? cos F -f- y cos Y' -f- t! cos Y" 
z = x’ cos Z -J- y' cos ZY -f- z' cos Z" 

ou A', Y, Z, X’, Y', Z'; X" , Y" , Z“ désignent les angles 
que font.les nouveaux axes x' , y' , z' avec les axes primitif* 
des x , y et z , et égalant à zéro les cogjficiens de* rectangles 
xy , yz , xz qui ne doivent pas se trouver dans la trans- 
formée* «on a ces trois conditions 

M cos Z cos Z' -f- M' cos Y cos Y' + M" cos X cos X' = o , 
M cos Z cos Z" -(- .J/ cos Y cos F*-+- M" cos X cos A'* = o , 
M cos Z' cos Z" -f- M cos Y' cos f'* -f- M" cos X' cos X" ~ o ; 

auxquelle» il faut jomdre les suivantes qui ont lieu ( ) entre 

les trois angles que fait une ligne 'droite avec lcs^ trois axe* 
des x , y et z 

. cos 5 .Y -f- cos 5 F + cos 5 Z = 1 , 

cos 5 Y -f-cos 5 F' + cos 5 Z' = î , . 
cos’X" -f- cos 5 F" -J- cos 5 Z" = x. 

Tes six équations renferment neuf indéterminées , ensorte 
qu’il en reste trois absolument arbitraires. Il existerait donc 
une infinité de systèmes d’axes obliques qui rempliraient la 
condition énoncée. 

1 57. Nous chercherons la ligne qui est le lieu des centres des 
sections déterminées dans la surface , par une \uite de plans 
parallèles. * 

Reprenons l’équation de la surface rapportée au centre et 
à des plans rectangulaires , 

Lx 5 -f- My 5 -f- AV — 1 = 0 ... (1) 

et soit 

z Ax -f- By -f- D (a) 
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l'équation du plan sécant : si dans (i) on met pour z sa 
valeur donnée par (?) , l’equation résultante étant indé- 
pendante de z , c’est-à-dire , ne renfermant plus que les 
coordonnées x et y des points communs à la surface et au 
plan, ne pourra plus que représenter la projection de la* 
courbe d’intersection , sur le plan des x , yf. Il faut bien en- 
tendre que par cette élimination de z, on ne considère que 
les points communs à la surface et au plan , mais eu tant 
qu’il n’est plus question de leur hauteur au-dessus du plan 
des x , y. La projection de cette courbe d'intersection a doue 
pour équation 

( L -f- NA* ) x* 4- ( M -f- NB* ) y' -\-zABNxy • 

-f- a ADNx -f- a BDIS'y -f- ND* — i = o. rf .(3) 

ses diamètres sont représentés par 



, n —AN ( By +D ) —BN (. Ax+D ) 

V.4J...X— l + KA» ,y ~ Al+NB * 



...(5) 



si on élimine D entre ces deux équations , la résultante re- 
présentera la ligne qui est le lieu des projections des centres 
des sections déterminées par une suite de plans parallèles , 
en observant que le centre d'une projection n'est autre que 
la projection du centre : cette équation est 

. ' 
( L + iVa* ) x -H ABNy _ 4 
• ( IT+ÏÏB* ) y -f ABNx ~ B * ” w 

mettant dans l’équation du plan pour D sa valeur tirée do 
(4) ou (5) , on aura pour seconde équation de la droite 

z = TTffy ' y *( 7 > 

ces deux équations n’ayant pas de terme constant; appartiennent 
à une droite qui passe par l’origine ; cette droite passe donc 



te 
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par le centre de la surface et, en même temps , par ceux 

de toute* les sections parallèles; elle est un diamètre. 

• • 

1 58. Supposons successivement ^-o , z=o; x=o, z=o ; 
«x = o , y — o ; et désignons par a, b , c les valeurs corres- 
pondantes de x , y , z déduites de l'équation 

Lx* -f My\ + Mi* = i , 

on aura L——^, M— , N — — -, ensorte que l’équa- 
o. b * c 1 * 

tion de la surface , énoncée au moyen des axes principaux des 
sections faites par les plans des coordonnées, prendra cette 
forme 

éVr 1 -f- a*ay + tdi’z* = a‘ic* 

, l 

et alors il y aura Heu à distinguer trois cas relativement aux 
signes des termes qui ne dépendent ^>lus des coefiiciens essen- 
tiellement positifs : on aura donc à considérer 

(i°) iVx» + a*c*y* -f- a»A*z* =s a*A*c*. . . ( 3f) 

(e ° ) AVx* -|- aVy* — a*JV = a’&V . . . (AT) 

(3°) AVx* — a*c’y‘ — a'iVria’iV. . . (AT) 

ou • . . 

Lx* + My* + 7Vz*= i...... (Jf) ‘ ' 

Z,x* -f- A/y* — iVs* = i . k . . . . (AT) 

Lx* — My* — JVz*=i (AT) 

A chaque équation (Af) , (A/') , (A/*) correspond une forme 
particulière de la surface T considérons d’abord celle dont 
tous les termes sont positifs , ou l’équation (A/), et cherchons 
à reconnaître si elle est finie , ou rentrante sur elle-même , 
infinie dan* un sens seulement , ou illimitée dans les deuÿ sens. 



1 



' I 

DO PREMIER ORDRE. 371 

i*. Surface illimitée dans tous les sens , ou 
ellipsoïde. 

Lx* + My % + AV = i 

ou 

i‘cV -f- a*c* y 1 -f- (ffrz* = aïb'c* 

i5g. Qu’on mène par l’origine des coordonnées une droite 
quelconque dont les équations soient 

x — ctz , y = Cz ; 

en substituant ces valeurs de x et y dans (3/), on aura pour 
la valeur de z, correspondante au point d’intersection de la 
surface et de la droite 

abc 

• . 

Z “ y ivv + c*a“C* + 0*6* : 

Or quelles que soient les constantes et , C le radical ne peut 
devenir nul; d’où il suit que- les valeurs des coordonnées de 
l’intersection ne peuvent jamais devenir infinies ; donc la sur- 
face est fermée : on la nomme Ellipsoïde. 

Les sections principales de l’ellipsoïde, celles qui sont dé- 
terminées par les plans des coordonnées , et qu’on obtient 
en faisant successivement chacune de ces hypothèses *= o , 
y ~ o, x— o sont- des ellipses qui ont pour équations 

y = l; (a ._ x .), z . = ^ (a*- V), *•= £ ( b‘ -y‘ ). 

Les axes ta, a b, ac de ces ellipses sont aussi les axes de 
la surface ; les points où ces axes rencontrent Ja surface en 
sont les sommets. 

Pour avoir les intersections par des plans respectivement 
parallèles aux plans' coordonnés , il faut , dans l’équation (.W ) , 
écrire successivement 

* = y —C , * = y 
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a , C , y étant dés constantes, ensorte que ces intersections 
seront représentées par 

ÀIy a + AV + L, t* = 1 
Lx* + AV + MC' = 1 
Lx* + My* + iV>*= 1 
elles sont donc des ellipses. 

1G0. Le plan coupant passant par l'axe des z, a pour équa- 
tions de sa trace sur celui des xy 

x = r cos <p , _y=rsinp 

r étant l’abscisse comptée de l'origine sur la tracé , et ç> 
l'angle de cette trace avec l’axe des x ; substituant ces va- 
leurs de x et y dans ( M ), on aura l’équation de l’intersection 
de la surface par ce plan , qui est 

AV 4- t 3 ( M sin’p 4* L cos’ç ) = 1 ; 



elle représente donc des ellipses différentes suivant les 
différentes valeurs attribuées à <p. Si M ~L , auquel cas 



b — a, à cause de L = ~ , M == p , alors l’équation pré- 
cédente devient 

AV 4- Mr' — 1 ; 



toutes les sections faites dans la surface par des plans menés 
par l’axe des z , sont donc égales entre elles ; cette surface 
est donc de révolution autour de l’axe des z ; ses sections 
par des plans parallèles à celui des < xj/ , deviennent des circon- 
férences de cercle. Les hypothèses L=N, N—M donneraient 
des ellipses «te révolution autour des autres axes. Enfin , pour 
A r =M — L, l’équation (M) devient celle d'une sphère. 

A mesure que les axes a«r, a b, a c augmentent, les coêlficiens 
L , , N diminuent ; si a a devient infini , le coefficient L 

devient nul : alors l’ellipsoïde se change en un cylindre dont 
l’axe est suivant celui des x, lequel a pour équation 

Mf 4- AV = t ; 
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la base de ce cylindre est l’ellipse 

aitnee dans le plan des z , y : on peut remarquer que î’é- 
quat.cn de ce cylindre n’est que telle de la trace , oti de sa 
base ; c'çsf ainsi que l’équation d'un plan perpendiculaire à 
lun des plans coordonnés, se réduit à l’équation de sa trace 
sur ce plan. Si de plus M = N, d’où résulte c=;A ] e cy- 
lindre devient J 

* ► , 

y» -f z» = — ' 

J “ M' 

et sa base est le cercle - . 

* ■* • • • -j 

z* = à*_y : 

c est le cylindre droit à base circulaire, ou le cylindre delà 
géométrie. 

Enfin, que Z, = jj/ = o > l'équation de l’ellipsoïde n’e't 
plus que 

" • . _ 1* 

iVz*= M d'où î = ± =±c; 

elle représente deux plans parais à celui des x, y situés 
l’un au-dessus, l’autre au-dessWs, à des distances’ égales' 
entre elles et égales à c. 

Surfaces indéfinies dans tous les sens. 

i'c^+oVy*— a t b , z. t =xa t b 2 c a ; A*c*x*— a*cy— a , b’z l =a'b ! ‘c‘. 



OU 



Lx% -j- My* — ÏVz* = 1 ; Xx*— ^»_2V* a = i. 



îSi . Le second genre des surfaces du second degré , est com- 
pris dans 1 équation (M') dont le* deux premiers termes sont 
Siemens de Géométrie. 



S 
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positifs , et le troisième négatif : les trois sections principale* 
de cette surface , celles qui sont déterminées par les plans 
coordonnés , ont ponr équations 

y- £ 

la première est une ellipse et les deux autres sont des hy- 
perboles. De là on peut conclure que cette surface n’est pas 
fermée , ce qu’on peut encore démontrer en imaginant par 
l'origine des coordonnées , une droite 

xmsz, y 

qui coupe la surface en un point dont les coordonnées sont 
abc abc abc 



faisant le radical nul , ce qni rend infinies le* râleurs de* 
coordonnées , on a * 



d’où l’on tire 



&Va* -f- c'a* 1 — d*4* =£ O 




« 



valeur de C qui sera réelle -, pour * < -. Les équations de 

la droite qui coupe la surface en un point situé à une dis- 
tance infinie de l'origine des coordonnées-, deviennent donc 



x = *z, y — 



biÿ — c 1 ** 
Oc 



ai on élimine * entre ces équations , celle qui en résultera 
étant indépendante de si et C, conviendra à toute» le» po«- 
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tiofis de la droite , c’est-à-dire , qu’elle appartiendra à une 
surface conique dont le sommet esta l'origine des coordon- 
nées , et qui est asymptote à la surface : on trouve que cette 
surface conique est exprimée par 

i*c*j r* -f* a*c‘y* — - a*èV = o 

premier membre de l’équation (Af'). C’est ainsi que, par 
rapport à l’hyperbole rapportée au centre et aux axes prin- 
cipaux, l’équation des asymptotes (76, 1 43 ). 

y = dt ^ x, d’où Ay — B’x* — o 

n’est que le premier membre de celle de l'hyperbole 
Ay — B*x* = — A* B' , 

et on pourrait les déduire par une considération analogue* 
La surface que nous considérons iei se nomme hyperboloide 
à une nappe. 

A 

En cherchant les intersections de cette surface par les 
axes des coordonnées , on trouvera les trois axes donnés par 
y = o , x— o; x=o, z =0; z—Q,y — o, dont les deux 
derniers sont réels et le premier c est imaginaire ; cet axe ne 
rencontre donc pas la surface. 

iGa. Pour mieux connaître la forme de cette surface . 

‘ * * 

qu’on fasse les substitutions 

x = r cos ? , y=. r sin <p , 

et on trouvera 

Nz % — t*(L cos*q> + M sin*ç ) sac 1 ; 

équation d’une hyperbole : donc tous les plans par l’axe des s, 
çoupent cette surface suivant des hyperboles. 
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Lorsque 3 /= L , auquel cas b =z. a, les sections faites par 
le plan des x y et par des plans parallèles , deviennent des 
circonférences de cercle ; en effet , on obtient ces dernières 
en faisant z — y dans ( M' ) ce qui donne 

Lx l + My' — Ny — 1=0, ou x* -f-y = — 

et celles qui résultent des plans menés par l’axe des s t 
sont toujours des hyperboles, 

AV— Afr»= 1 ; 

donc l’hyperboloïde est de révolution autour de cet axe. 

Lorsque l’axe a est infini , L = o , et l’équation ( 3 /') qui 
se réduit alors à 

My' — AV = 1 ,ou AV — My '~ — 1 , 

représente un cylindre perpendiculaire au plan des zy , cy- 
lindre dont la base , ou la section par le plan des zy , est une 
hyperbole. . • ; % ■ 

Nous avons trouvé plus haut cette équation de la surface 
coqique asymptote à l’hyperboloïde 

b W üVy‘ — a'b'z* = o , ou AV — My * — Lx' =0 \ 

sa section par un plan suivant l’axe des z, est 

AV — r* ( L cos*qi -f- M sinVp ) = o 

équation qui représente deux lignes droites menées par l'o- 
rigine , ce qui est le caractère des surfaces coniques ; pour 
1 , = M , c’est-à-dire , pour l’hyperboloïde de révolution au- 
tour de l’axe des z, cette surface ccfnique devient 

AV — Lj* = o ; 
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toutes les génératrices font donc des angles égaux arec l’axe 
des z ; aussi dans ce cas , elle se change dans celle d’un cône 
droit à base circulaire. _ 

iS3. Le troisième genre des surfaces du second degré est 
représenté par ( M" ) , c’est-à-dire , par 

àVx* — a*c*y* — a'b^z* = a‘b‘ c* ou Lx? — My % — AV = 1 . 

Les sections principales ont pour équations 

A» c* 

y‘^=— (x* — a*) ; t*r= — ( je* — a 2 ) , — o*c^y* — a‘b'z l = a’A'c* ; 

' , . t. t .<• r 

les deux premières sont des hyperboles, et la troisième est 
imaginaire, ce qui indique que la surface a des nappes in- 
finies, entre lesquelles' il reste un intervalle,- ce qui n'arriva 
pas dans l’hyperboloïdeià une nappe ; on a nommé, cette sur- 
face hyperboloide à deux nappes. 

Si on combine l’équation de cette surface avdc Celles de 

la droite passant par l’origine des coordonnées 

t -tr.:: ,■ 

x ~ <tz , y —Cz, 

ainsi que nous l’avons fait à l’égard de la première espèce 
d’hyperboloïde , on trouvera pour les coordonnées de l’inter- 
section 



abc 



.1 J : ! i 



* . • 



abc 



}/ A Vec* — aVP — a*F* \/ 






, abc 



4- 



v: 



et pour le radical égalé à zéro , 



b y/ c*' * — 

’■ ■' ac 



J rte* t . 



valeur réelle pour a* •< eV* , ’ét imaginaire sons là relation 
contraire. Si on élimine et entre les équations 



, y= 



_ bz y/ C*df — q 3 , 



ac 
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on aura cette équation finale 

iw — avy — n’è’z” = <? ; 

.. ■ ' rl . ■ 

qui est celle d’une surface conique , asymptote de l'hyper- 
boloïde à deux nappes , et dont le sommet est l'origine 
même des coordonnées. 



Cet hyperboloïde n’a que deux sommets réels ; ils sont 
donnés par y = o z = o , d'où résulte x — dtz a \ les 
deux autres axes , savoir , ceux qui correspondent aux hy- 
pothèses x—o , y= o\ x=o, z—o, sont imaginaires : 
* ces résultats font partie de la définition de la surface. 

a. * • - • ’ ~ • % 

Ce qui distingue essentiellement cette surface. de la pré- 
- cédente , c’est l'intervalle qui sépare les deux nappes. 



1 64. Monge a démontré dans l'ouvrage cité, que toute surface 
du second degré peut être engendrée de deux manières dif- 
férentes , par un cercle vaiiable de rayon , dont le centre se 
meut sur un diamètre de la surface , et dont le plan demeure 
parallèle à lui-mème ; et il tire delà cette conclusion, qu'il 
n'existe aucun point sur la surface du second degré , par le- 
quel ou ne puisse faire passer deux circonférences de cercle 
qui soient entièrement sur la surface : pour établir cette pro- 
position, il doupe la sphère , _ . 

^ / - j 

x* 4- y -f = r* 



par un plan 



— * a* Ax -f- By 



.1 \. 



# 



et il obtient la projection de la section sur le plan des x , y : 
coupant Tensuite la surface du second degré par le même plan, 
il en trouve la . section projetée sur le même plan x, y , et 
il identifie ces deux équations de* projections par des valeurs 
réelles de A , B et r qui sont ici les indéterminées de la ques- 
tion , en tenaut compte des «ignés de L , M , N qui sont 
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les caractéristiques de chaque surface : il trouve par cette 
analyse ; 



1 * Que l’eUipsoïde est coupé suivant un cercle parle plan 
qui passe par l’axe moyen a b , et qui fait avec le plan des 






un 



, , ci / o* — b* 

angle dont la tangente est == - J/ b* — c? 



*° Que l'byperboloïde à une nappe est coupé suivant un 
cercle par un plan passant par le grand axe a a, et faisant 

avec le plan des xy un angle dont la tangente = 

, iOh-:'-! - 71 . 

3° Que l’hyperboloide à deux nappes peut être coupé sui- 
vant des cercles par des plans parallèles à celui qui passerait 

par l'axe moyen ai , et qui ferait avec le plan des xy ua 

angle ayant pour tangente 



cf / a‘ + i* 



I /EE±. 



Des surfaces dépourvues de centre. 



1 65. Si dans l’équation générale (a) on change la direction 
des coordonnées, en les laissant toujours rectangulaires, et sans 
déplacer l’origine, on pourra, ainsi qu’on l’a vu , disposer des 
indéterminées introduites de manière à faire disparaître les 
rectangles, et par cette opération, on obtiendra la transformée 

Bx ' + «y* + AV* + AV + A y -f- AV = I i 

alors si on transporte l’origine sans changer la direction des 
nouveaux axes, ce qui n’introduit pas de termes des rectangles, 
ft pour cela ^ on posera 

*' = > + *', y = <:+/, *'=*+*• 

on disposera des quantités y , C et « de manière à faire dis- 
paraître le terme tout connu de la transformée précédente , 



i 
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ce qui donnera cette transformée elle-même en y changeant 
z en y , y' en C , x en a . , savoir 



H*? + H'C* + H"y* + K* -f K'C +A"v-,= o; ... . . (a) 

» / , • •• • / • J* « *îj 'J » v . 

d'où l'on conclut déjà que l’origine est sut un point.de la 
surface ; on aura donc après avoir supprimé les accens , cette 
réduite 

* * I * . * r •'[ - O 

n*‘ + iry + hv + p x + jy y + p‘z ~ a .. . . .(.) 

_ — ♦. • 1 î ' ’ » * • • . 

dans laquelle les coefficiens P , P 1 , P’ ont ces valeurs 



<Z)...P=*U'L+K t (4)...P'=aH'C+A' J (5)!'.>=alïVf-À''; 

supposons donc qu’on ait déterminé les coordonnées du sommet 
d’après les conditions (a), (4) et (5), ce qui sera possible , 
si la surface existe ;~T équation (î) deviendra 



Hx* + flV + AV + Px= o (6) : 

.....vu.' An ,*w ;}y, 

or pour y-= o, * = o , on trouve 



x ( flx -f- P .) = o, d’où x==o , x — — — ; 

-*** ..... .o ,• . i U 

’ > , i ( i ' . . i . i , i( . 

il faut donc , dans le cas où la surface ' est dépourvue de 

p '■ : 

centre, que. ce = — Jj~ °° > ou qu’on ait JT as p et de plus 

que le coefficient P ne soit pas nul ; ainsi cette espèce de 
surface sera représentée par 

R'f + Wz' + P± = o. ‘ ' ' ‘ • 



C’est ce qu’on peut encore démontrer 1 autrement. A cet effet , 
par l’une des extrémités du grand axe aa de l’ellipsoïde 

■* “ ' ..*■«* a : ' • ^ • /* . r 

* • k 

-, . i*c*x* -f- a’cV -f- a*&*z* — a?b* c* , 

• * • , C *i?. • - m ’* h E19*- .• 

menons des parallèles aux axes principaux aa, J ah , ac , les 
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nouvelles coordonnées d’un point quelconque, comptées sur 
ces parallèles , seront x -f- a = x' f y et z , .ensorte que par 
-ces substitutions dans l’équation précédente , on aura cette 
transformée 

b ‘c*x'* — a a& a c*x' -f- a 1 c'y 1 -f- a'b'z* = o . . . (3/*) ; 

on a déjà vu que l'ellipse intersection de la surface ellipsoïde 
par le plan x , y , a pour équation 

• ~ 

et on sait que le demi-paramètre de cette ellipse , c'est-à-dire , 

l’ordonnée du foyer , est y ■= — , ensorte que reportant cette 

valeur de y* dans la section de l’ellipsoïde (M m ) par le plan 
x,y , laquelle a pour équation . , , ,, r ; 

b a 

..x .y* = X aar — ) 

À * •* 

on trouve pour x = p , abscisse du foyer , 

' • ’’ ■ . ‘ f ' « '■ • .... • •• 

j . : . • r x^aap—p 1 . • , 



on aurait de même 



■1* II J* * . É*r» I 



•; ,?•••“ «* =s •> 

p' étant la distance de l’origine au foyer de l’autre section 
faite dans la même surface par le plan xz. Substituant ces 
valeurs dans (M*) , et remplaçant £ -par x , on trouve 

* (a ap — p*) [(aa// — p' a )(x* — 2ox)'f-a , z , 3-f-a a (aap , -r.p'*)_y a ^: b. 

Lorsque le centre s’éloigne à l’infini , les quantités p et p' ne 

• changent pas, a devient oo , et par-là l’équation devient 

. celle-ci .. . . , 

• « S. 4 • *. ' • ., »» 

" " p** -f pY — 4pp'x = o , . . . (jtf») 
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qui renferme la variable x à la première puissance , et les 
deux autres au carré. La combinaison des signes de cette 
équation ne présente que deux cas distincts ; celui de p' po- 
sitif , et celui de p ' négatif. 

Surfaces indéfinies dans un sens et limitées 
dans Vautre. 

’ - ’ • < 

o f rf * 

s* = 4p'x — P -ÿ\ z* = t-y* — 4p'x. . 

t66. Discutons la première de ces deux équations , savoir , 

a 1 = 4p'x — y : 
p J 

les troi# sections principales de cette surface, ont pour équa- 
tion * 




les deux premières sont des paraboles, et la troisième section 
est imaginaire , ce qui indique que la surface est toute entière 
d’un meme côté du plan des yz. 

Toute section faite dans èefte surface , parallèlement au 
plan des yz , est une ellipse , puisque pour x=m, on a 

** + ^ y 1 — 4*np -, 

p ' '■ 

c‘est pour cela qu’on a nommé cette surface paraboloid é 
elliptique. ...... 

Lorsque p = p', le parafe oloïde est de révolution , parce 
qu 'alors les sections faites par des plans parallèles à celui des 
yz , ou perpendiculaire au grand axe ae, sont des cercles. 
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Dans le second cas, 

• . • H 

x » —(Ly' — 4 p' x , ... 

et les sections principales ont pour équations 

y*~4px, i* = — 4px, 

. 1 . 1 

les deux premières sections sont des paraboles dont les branches 
divergent de différens côtés par rapport au plan des xz ; la 
troisième section est le système de deux droites , faisant avec 



l’axe des y un angle dont la tangente est 



I 



Toutes les sections faites dans la surface parallèlement aux 
plans des xz et des yz , sont de» hyperboles , d’où vient qu’on a 
nommé cette surface parûboloide hyperbolique. 

167. Mais on peut aussi rapporter les intersections des surfaces 
par un p]a# ,àdes coordonnées, prises dans le plan coupant lui- 
même, ainsi que nous l’avons fait (chap.VI, 29) à l’égard 
de l'intersection de la surface conique par un plan. 

A cet effet , on supposera *' = o dans les formules (28), 
et aux coordonnées x, y , z on ajoutera les. coordonnées ct,C, y 
de la nouvelle orgine : les éjémens de position de ce plan 
seront les angles S et 4 - Ou 3 substituera donc pour x,y ,z 
ces formules 

... .. .... ,i,i i- . . i *1 '*'1 * 

x=x' cos 4+y cos fl sin 4+ <*,_y= — x'sin 4+y cosfloos 4*H^ 

’ ’ — *=— /jsiad-f y, 

* - . < ' « îT • 

dans cette équation 

ifx* + ay + Wz x +px + py y p” z — o , 

qui représente en même temps le* surfacèS qui ont un centre 



Digitized by Google 



Dü PREMIER ORDRE. s85 

«encês TI — //', H' — // ' négatives en même temps ; donc 
le troisième rapport sera positjttftt conséquemment l’une des 
tangentes, au moins, sera réeHerAinsi toute surface courbe du 
premier ordre , peut être coupée suhant une circonférence 
de cercle par un plan' dans deux positions différentes dé* 
terminées par les angles 4 et fl ; et comme les 'cobrdonnées’ 
u,C, y d’un des points par lesquels doit passer le plan , ne’ 
sont pas déterminées, on conclura encore qu’il existe pour 
chaque surface , une infinité de plans parallèles qui donnent des 
sections circulaires, et on pourra même déterminer ces coor- 
données <t , C , y de manière que l’origine des nouvelles coor— 
données j/, y se trouve au centre de la section circulaire ;• 
cette condition qui rend nuis les coefficiens de X* donne 
entre a , C , y deux équations linéaires qui apprennent que , 
pour chaque surface , les centres" de tous ces cercles sont en 
ligne droite , ainsi qu’on l’a déqà démontré (i5y). Reste la 
troisième arbitraire y , par laquelle les rayons des cercles doi- 
vent etre réels; on la déterminera donc par cette condition. 
Aussi le cône oblique à base circulaire nous a-t-il offert (ch. YI). 
une section circulaire par un plan non parallèle à la base. 

Des plans iangens aux surfaces courbes du 
premier ordre. 

• l ,r » J. . ». ** # . f l »* ’ * * * 

1 # .. j »• . . • • 

1 68. Par un point quelconque pris sur une telle surface, on peut 
mener une infinité de droites qui n'aient qu’un point commua 
avec la surface ; l’ensemble de ces droites est le plan tÆ^nt. 

Soient x*,' f , a* le point de tangence : on a ces trois 
équations •» 







Lx* + My % -J- TVa* +Cx rfrCy-f- Ça,— 1 

Zx'* + My"'+ Fz°*+Cj? + Cÿ + CV — 1 =0 (a), 

f — — z" ) , j — y" — n (a— a*):v. . .... . •($), 



« 
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l'équation du plan tangent devient 

Lx"x + + N z** *—1=0, > 

laquelle se change effectivement dans l'équation des surfaces 
en y faisant x = je",y=y",x=z*. 

La droite menée par le point de tangence , perpendiculai- 
rement aU plan tangent , se nomme normale : ses équations 
seront de la forme 

X— .x'— m' (s— s"), y — *"); 



pour qu'elle soit perpendiculaire au plan tangent , il faut 
qu’on ait (pag. 65 ) 



Ls* 

W 




valeurs à substituer dans les équations précédentes , pour 
qu’elles soient celles de la normale : on trouvera aisément 
que pour N=L, auquel cas la surface est de révolution 
autour des y , la normale rencontre cet axe. Généralement 
lorsqu'une surface est de révolution autour d’un axe, toutes 
•es normales rencontrent cet axe. 

16;^ La solution de quelques questions aura l’avantage de 
familiariser les Elèves avec l’ensemble des considérations qui 
précèdent, et de leur faire connaître quelques propriétés des 
surfaces. 



i°. Trouver l'équation de la surface décrite par le sommet 
d'une pyramide rectangulaire dont les faces glisseraient sur 
un ellipsoïde , sans cesser de les toucher. 

Supposons que la pyramide se meuve de manière que lu» 
des trois points de contacts soit fixe ; l’intersection des deux 
faces décrira un cylindre dont les arêtes seront perpendicu- 
laires à la face qui ne glisse pas ; et l'intersection de ce 
cylindre avec le plan tangent dont le point de contact nu 1 
varie pas , sera une courbe plane tracée toute entière -su t 
la surface cherchée. 
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Nous rechercherons «n premier lieu l'équation de la surface 
du cylindre. Reprenons, à cet efi*, celle de la surface 
ellipsoïde , qui est 

Ax* + By> + Cz'=D, 

où 

B r= dV , C—afb* , D = a'b'<?. 

L’intersection des plans tangens , ou des faces mobiles de la 
pyramide , c’est-à-dire , de l’arète du cylindre , a pour équa- 
tions , I ; _ -i , • , 

(i) x = mz + p , ^ = nz-f r....(a). 

Soient x/, y 1 , *! x!" , y", ** les coordonnées des points de 
contact des plans tangens qui glissent : l’équation du premier 
plan tangent sera - ' < 



Ax’ x -f- B/y + Cz'z = D . 



.(3). 



Pour dire que l’arête est dans ce plan , on ramènera d’abord 
le plan et l’arête à passer par l’origine , et à cet effet on 
posera ces équations 






Axf 

C? 



By 

— gr y . x = mz,y=nz, 



qui donnent 

Ami/ -f- Bny -4- Cz' — o. 



• 00 ; 



en second lieu, on écrira que les équations (i) , (a) et (3) 
ont lieu pour z—o, d’où résultera . , . • ; ' 



t. - 



Aizx/ -f- Bry' = D (5) ; 

■ i ; i •* -, k 1 

et parce que le point x/, y', z' est sur l'ellipsoïde , on aura 
de plus 



Ax’*+By , '+Cz'* = D. 



.( 6 ). 
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Dei équations (4) et (5) on déduit ces valeurs 

^ Dn-hCv.z' w Dm 4- Cuz' . 

— Ay — . B y • 

*' — D — B *y’ ./ _ Dm — UyŸ 

Ap ’ z -—zrqr~‘ 

v r D — , Dn -f- 

17 Bv 1 a — ZTcv ’ » 

y représentant nu — nf. i. Ces valeurs reportées dans (s~) j 
donnent ces trois équations 

C (ACp*-)- BCr'+ ABy*)z'*+aCD (Amp.+ Bnv)z' 
-f D (ADm* + BDn* — ABy *)~ o ( 7 ) ( 

B ( AC? + BC,‘ + ABy‘)y * — aB D\ Amy + CvW 
+ D ( ADm % -f- DC — ) = o ( 8 ) , 

A(ACp* + BCy*+ ABy » ) x" -f- a AD(Bny — Cu)x' 

+ D (ÆD/i‘ 4 - CD — Z?Cr l ) = o.. .. ..(g), 

qui donnent les racines z\ s"; /, /; x', Les plan, 
tangens 

> 

Ax'x -f- By'y+ Cz’z =D , Ax"x + B y" y 4 Cz/'z = D 

étant perpendiculaires , on a cette condition ( Pag. 6 9 ) 

A‘x'x ff + By'y"+ CVz" = o ( 10 ). 

Or les équations finales ( 7 ) , ( 8 ) , (g) donnent , après avoir 
dav.se par les coefficiens de *'•,/•, x'* , et posé , pour abréirer 
ACp. 2 -f- BCy‘-f~ ABy* ~ M , 6 * 

J./,,» __ D ( ADm* 4 - BDn’— ABy 1 ) 

or “ *. 

* v , = D(ADm* DC— ^C|u“ ; 

’ • ÆÆf » 

_V __ D ( BDn % 4 CD — BCv a ) 

• aTiCf — 

Elémens da Géométrie. 



\ 
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ces substitutions faites dans ( 10 ), ou obtient 

B{A+C)n' + A{n+C)m'+C(A+Bï 

y -t-H- - 1 -» — d - 

et remplaçant A , B , C , D par leurs valeurs en a, b , c 

(il). . . >■“— {- t>* := a a ( n a -f-i )-f- i* )+c ? ( n»*+n* ). 

Qu’au moyen des trois éqnatiqns 

x = mz (t , y -=i nz v , 

y + /** + F» = a* ( n*+ 1 ) + b* ( m» + 1 ) + c* (m a + «•) , 

on élimine fit et v , et on obtiendra l'équation finale 

x* (n*-f- 1 ) +_y* (m a 4* 1 ) -f-z* (m’-f-n’) — umnxy — amxz — anys 
= a*(n a + 1 ) -h b* (m‘+ ij+c 1 (m' + n M ) (ia), 

qui s’étend à toutes les positions de l'arête intersection des deux 
plans tangens mobiles , Laquelle reste toujours parallèle à elle 
même. 

Pour le troisième point de contact x*, y", z w , on a 

Ax”' 4- By*' -J- Cz m \ = D, 

AxTx 4- By"y 4- Cz m z = D t 
"• Ax!“ — mCz m j By" — nCz" , 

dont les deux dernières disent que le troisième plan tangent 
est perpendiculaire à l’aréte x—mz 4- fit , y s= uz 4" r ; d» 
ces équations résultent les deux suivantes 



mx + ny +z = ^ , 




\ 
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agi 



de la seconde on déduit , en observant que 



A.B.C ~ D * 



D* AB -f ÆCm* 4 - ACn* . . 

< 5 **** ~ TT~ — ^ + a ' m + b ‘ n \ 



et conséquemment 

mx + ny-f-z = V^ c “+ a*/»* -j- é*n a (i 5 ). 

y 

Enfin , élevant cette équation au carré , ajoutant le résultat 
(12), puis divisant la somme par m a 4 n* -f- 1 , on trou- 
vera 

i 1 +j* + î , =a‘+ i‘-f- c*, 

équation de la sphère engendrée par le sommet de la pyra- 
mide. 

D’un point donné sur un plan incliné , mener dans 
ce plan une droite qui fasse , avec l’horizon , un angle donné. 
L’équation du plan incliné , est 

Ax -f- By -f- Cz -f- D = o , 

celles de la droite assujétie à passer par le point donné 
x, ÿ, z', sont 

x — x'=a(s — s') (1), 

y — y = b ( 2 — *') 00 ; 

or la droite devant être dans le plan , on aura entre A 
B , C , a , b , cette relation ( Pag. 64 ) 

Aa + Bb + C=:o...i.( 3 ); 

l’angle de la droite avec l'horizontale ou avec sa projection 
horizontale , a pour sinus , 
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en supposant la droite ramenée parallèlement à elle-même 

par l’origine : on déduit de là 



1 -f- û*+ &*: 



sin» V ' 



remplaçant a et b par leurs valeurs tirées de (i> et (a) , 
on obtient 



•+.e=7)+e=S)‘-a?7--»» 

les mêmes substitutions faites dans (S) , donnent 

'*G5f') + fi (E0 + c “°'" c5) - 



Les équations (4) et (5) débarrassées des dénominateurs * 
prennent la forme 

(x — —/ ) a — ( 2— Y cot‘^= o (S) , 

A (x— x') -f- B (y — / )-f C(z — *') = o (7). ' 

L’équation (6) est celle d’un cône droit dont le sommet est 
au point x! ,y , z' •, l’axe de ce cône est vertical ou perpendi- 
culaire à l’horizontal , ensorte que le demi-angle au centre 
de ce cône , est ioo' l -f- V , et les rayons des sections paral- 
lèles à la base , sont z — z' cot V ■ La seconde équation est 
celle d’un plan passant par le même point. Or ces deux équa- 
tions devant avoir lieu en même temps , il s’ensuit que la droite 
cherchée est l’intersection du cône par le plan. Ce problème 
admet donc généralement deux solutions : lorsque le plan est 
tangent au cône , la ligne de contact est celle de plus grand» 
pente du plan incliné. 

3°. Trouver l'équation du sphéroïde engendré par la ré- 
volution d’une ellipse autour de son petit axe. 
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La courbe génératrice étant plane , ses équation seront 



«T + l»x' = a'b' J ( ^ ); 
on aura en outre 

as*-f_y» + z‘ = <p(V } CB) ’ 

y = <T étant l’équation d’un plan perpendiculaire à l’axe de 
rotation a b , et la dernière celle d’une sphère dont le centre est 
à l’origine , 9 (<f) désignant une fonction de è. Ces équations 
doivent avoir lieu en même temps pour que la surface soit 
de révolution. Si donc on élimine x , y , z , on aura 

a'b' — + b‘P = 6*<p (<T) , 



et remplaçant <f et q> (<f) par leurs valeurs, la surface du 
sphéroïde aura pour équation 



b'z % -f- ay ’ -f- b‘x* = a' b'. 

Si dans cette équation on introduit l’aplatissement * du sphé- 
roïde , en plaçant & = a ( 1 — a), on trouvera , en déve- 
loppant , négligeant les puissances de « , et supposant pour 
plus de simplicité a = 1 , 

x* -f -y* -j- a* — i — ( — i -f- x a 4-z*) = o, 

ou 

x*4-y 4- a * — 1 — actu' = o , 

équation daus laquelle <* est un très-petit coefficient, et u' une 
fonction de x , y et z. C’est sous cette forme que l’auteur 
de la Mécanique céleste considère l'équation de la surface 
de la terre. 



4 °. Désignons par 

x > y , f, x’,ÿ ,z ; x", y", z", 
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les coordonnées de trois points pris dans l'espace, savoir, 

M M' AT; 

par c, c, c " les côtés de la base du triangle de ces trois 
points , respectivement opposés aux angles AI , M' , M“\ par 
y > y > y * ^ es angles plans du sommet , opposés aux côtés 
c , d , c’ ; enfin par a , a', a les arêtes AAI , AM' , AM ", A 
. étant le sommet. 

On aura évidemment 

x* +y> + a* = a* ) 

+y* +*'*= a'* >.. . .(|> , 

x"* +y* -j- 2 ,"* — a" 1 ) 

(x'-x*^+cy— i . 

-y'y+(t^z’y = c'‘ 

(x - x 'y + (j — y y + (z— *')‘=c'0 

développant les premiers membres des équations (a), rédui- 
, sant à l aide des équations ( 1 ) , et mettant pour c*, c'*. . . . 
fleurs valeurs a' 1 -j- a" 1 — aaV co sy. on trouvera , 

après les réductions , 

yx* -h y'y" + dz" = a' a cos y j 

, arac'' -f yy" -f- se" =s= ou" cos y \ (3), 

xx' -J- yÿ -f- zz' — aa' cos y" J 

Supposons maintenant que le3 côtés a , a', a* de la pyra- 
, mide trièdre, soient les coordonnées d’un certain point «le 
. l’espace , et soient XYZ , X'Y'Z' , X"Y“Z“ les angles qu’elles 
font avec les trois axes rectangulaires : on aura 

x = a cos X , y = a cos Y , z — a cos Z 

s! = a' cos X ’ , y' — a' cos Y', z — a' cos 7J 

x'= a"co& X", / = a'cos K*, a'cos Z" ; 





1 
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partant les équations (3) deviendront 



*9^ 



cos Y' cos Y"+ cos F' cos Ÿ" cos Z' cos Z" = cos y ) 
cos Y corf'Y'-f-cos F cos F" -f- cos Z cos Z'=cos y' V....(4).' 
cos X co» X' -f- cos Y coi Y' -f- cos Z cos Z' — cos y" ) 

D’un autre côté , si on ajoute ensemble les carrés des valeur! 
précédentes de x , x, x"\ y , y', y") a , a', a" , on trouvera de 
la maniéré la pluff Simple , les relations connues’ 



cos‘Y -f- cos’F -f- cos 'Z = 
cos coï’F'-f- cos ! 
cos’AT-f- cos ; F l ’4- cos '7J 



?Z =*1 'i 

,»Z'= 1 > (5). 

>Z'=± i ) 



1 



(fi) 



Les systèmes (4) et (5) renferment toutes lés conditions 
nécessaires aux nouveaux axes supposés obliques ; les hypo- 
thèses y =>’ — y“ — \ oo J les rendent rectangulaires. 

Si les coordonnées du nouveau système sont x', / , a', et 
que x , y, a représentent les cOôtdohhées primitives , on aura 
ces trois équations , 

x ïfi i/ coS .Y -f- y cos Y * -f z ' c o® Y* 

y ~ x' cos Y + y cos F' -j- a' cos F" 

z = x' cos Z -f- y cos Z' -f- a' cos Z" 

à employer atéc (4) et (5), et, dans les hypothèses...' 

cos y = cos y' = cos y" — o , lorsqu’on voudra passer d’uu 
système à un autre système d’axes rectangulaires. 

Il sera bien facile de trouver le centre de la sphère cir- 
conscrite à la pyramide deé quatre points A , M , M\ M" ; 
car appelant / Je rayon de cette sphère , p , q , r les coor- 
données du centre, on aura ce système d'équations 

p* -h y + ** 

(p-x)*-Mq-y)‘+(r-a)*=/> , ( 

( p — *')*•+’ (< 7 — /)“+ C 1- — * / )*=/ 1 ? 

iP-xry * iq-yy-t c «")*=/• 



. 
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x , y , z ; x', y', z -, x", y", z* étant toujours les coordonnées 
des points M , M' , M" . Développant toutes les puissances in- 
diquées , et de la première équation , soustrayant successive- 
ment les suivantes ,on aura celles-ci 

a px -f- a qy -f- art — x* — y — z* = o 
zp.rf -J- a qy' -f- a rz' — x' a — y * — z'*= o 
a/xr" rf- açy" -f- arz" — x"* — y" a — z"’ = o , 
auxquelles on peut donner cette forme 

* ( p -^)+y( q ~ï) +z ( r -id= o ) 

*' (p - ” ) '+/ (<7 ~ £) + a'(r - i-) = o V (a): 

x " ( p - r) + ^(* -?) + *'( r - \) = 0 ) 

La première des équations (a) , par exemple , est celle d’un 
plan assujéti à passer par le milieu de la corde AM , qui 

a pour coordonnées -,■•£, - : ainsi les plans dans lesquels est 

situé le centre cherché, passent par les milieux des arêtes du 
tétraèdre inscrit : reste à trouver la position de ces plans. 
Les équations des projections verticales de la droite AM , 
passant par l'origine A et par le point x , y ,z, sont . . 



p=-r, q=--r: 

de plus , le plan qui passe par le milieu de AM , c’est-à- 
dire , la première du système (a) , a pour équation do ses 
traces sur les mêmes plans coordonnés, • . > ' ’ 




*»+.y* j_ __ a 

ax x 

x* 4- y z 

3 y ~Tÿ 




■ ) 
<•) 
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les traces et les projections étant respectivement perpendicu- 
laires , on doit conclure que le centre de la sphère passant 
par quatre points donnés, est à l'intersection même des plans 
menés perpendiculairement aux milieux des trois droites qui 
joignent ces points. 1 

5°. L’équation de la sphère est, en plaçant l'origine des 
coordonnées au centre , 

**-hy*+s* = r; 

celle d’un plan est 

* = A x -f- B y + D ; 

les projections de la génératrice du cône supposée passer par 
£> un point 3? — o , y' = o , — z' , sont 

, l ‘ ' • • ‘ali'' 

x = a (z + z'), y = b (s + *')•, 

Aiilsi les coordonnées de l’intersection de cette ligne et du 
plan seront 

_ a ( D+z'y _ _ _ A az'+Bbz'+D 

X 1 — Au — B b ' J î — An — Bb ,Z . 1 — Aa — Bb ’ 

• * ’ t «y » * 

substituant ces coordonnées dans l’équation de la sphère , et 
éliminant a et b au moyen des équations de la génératrice on 
aura cette équation > 

’ Vi'x+BJy+D{z+z')y_A{z+t:-Ax-Byy 

x + y + X'o+Tÿ ~~ - W 

de la surface conique qui a pour base uu cercle quelconque 
de la sphère, puisqu’elle exprime la relation entre les coor- 
données communes à la droite , au plan et à la 6phère , les 

coeJTiciens A , B , D étant indéterminés. 

«•"Y’ 

Ln faisant = r , on exprime que le sommet du cône est 



/ 
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à la 6 urface de la sphère ; ainsi l’équation (Æf) devient 



-, , , i Arx +Vry+D(t+ r)Y _ ^(z+r-Jx-By)' u 

r^vT ( o+ry — (D+ r y 

Si pour avoir leqtfation de la courbe suivant laquelle la surface 
conique rencontre le plan des xy , on fait t = o , on trouvera 



x* +y + 



2 Al*X 
~D+? 



+ 



a Br*y . ( r^-D)r* 

D+r ~~ D-fr 



CO- 



Ainsi l’œil étant placé à la surface dé la sphère , le cône 
des rayons visuels menés à tous les points d’un cercle quel- 
conque dé la sphère , est coupé par le plan de perspective 
suivant un cercle : cette intersection est ce qu’on appelle 
projection stéréagraphique. 

Pour les grands cercles de la sphère , on a D=o, et 
l*équàtion (1) devient 

, x * -f-j'* -f- 2j/r.r -f- zBiy = r®, 

et faisant x t — A = x , y t — B =y , r = i , 
î . . x,*+y, a =*i +J0+B*; 

Xi ^ - 

L’œil étant au centre de la sphère, on a z'~ o , et si 
d’ailleurs on combine z = r avec l’équation (itf) , celle-ci 
«^viendra ■ 

^+y+r a = ^ t (r~Âx^B y y-, 

elle représentera la projection stéréogtâphique d’un cercle 
quelconque sur tin plan tangent à la Sphère , et perpendicu- 
laire à l’axe du cône Visuel , ou à l aie "optique. 

- L’œil étant à une distance infiniè dtf oehtre de k sphère , 
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toujours tar Taxe des z , on a s' = oo , et l'équation ( V) 
devient 

** -f- ( -^ x 4- &y -f- D )* = r*, 

c’est-à-dire , celle d’une surface cylindrique qui passe par la 
courbe d’intersection de la sphère èt du plan. Lorsque le 
plan sécant se confond avec le plan horizontal , on a A—o, 
B = o , Dss o, et on trouve 

x*-f-y = r*. 

On peut voir pour de plus amples détails le chapitre I” - 
de l’excellent Traité de Topographie , d’ Arpentage et de 
Aivellement , par L. Puissant , professeur de Mathématiques 
à l’Ecole militaire de Fontainebleau, lequel fait suite à son 
Traité de Géodésie. 

■ »... .. r 1 . " 

Des courbes considérées dans l'espace. 



170. Les courbes dans l’èspace , résultent toujours ou peuvént 
toujours être censées résulter de l’intersection dé deux sur- 
faces , comme la ligne droite dans l’espace résulté dé l’inter- 
section des deux plans projetans : les surfaces dont la courbe 
de pénétration est celle de l'espacé , seront les cylindres pro- 
jetons dè h» courbe , c’est-à-dire, les cylindres droits àyant 
pour bàses les projections dè cette courbe sur deux des plans 
de projection. ' * - 

Qu’on coupe , par exemple , la sphère 

* a +y +**=»■*, 

par le plan 

Ax + By + Cz — I) , 

A . • 1 

on aura une courbe plane dans l’espace , dont il sera facile 
d’obtenir les projections sur les plan» coordonnés : à cet effet , 
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on éliminera alternativement une des trois coordonnées x,y, s ; 
en prenant sa valeur dans l’équation du plan et la portant 
dans celle dç la sphère ; de cette manière , on trouvera cet 
trois équations 

, + , + (£=£=£ )’=, 

*’+>*+ — r \ 

dont deux quelconques donnent toujours la troisième , ce qui 
prouve que deux projections suffisent : elles représentent des 
ellipses , ainsi qu’on peut s'en assurer sur les coefficient des 
carrés y*, x* et du rectangle xy. Les cylindres qui auraient ces 
courbes pour bases , se couperaient deux à deux suivant la 
courbe intersection de la sphère par le plan. 

171 . Souvent la courbe intersection de deux surfaces courbes 
n’a pas tous ses points dans un plan ; les géomètres la nomment 
alors courbe à double courbure ; telle est , par exemple , l’in- 
tersection d’une sphère et d’un cylindre droit , lorsque l’axe du 
cylindre ne passe pas par le centre de la sphère; tels sont en- 
core le méridien terrestre et la perpendiculaire à la méridienne , 
dans le cas du sphéroïde quelconque. 

Considérons donc une sphère ayant son centre à l’origine 
des coordonnées , et un cylindre ayant pour base dans le 
plan des xy , un cercle : les équations de ces surfaces seront 

x* -f y* -J- ** = r* 
aax — x* 

Nous pourrons supposer que la circonférence du cylindre 
passe par le centre de la sphère , et, de plus , a> r , afin de 
faciliter la détermination des limites de la courbe de péné- 
tration. . 

Le» projections de ces surfaces sur les plans des x* et des 
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xy , seront les résultats de l’élimination successive dty et de * 
entre les deux équations ci-dessus, c’est-à-dire. 



a ax -f- z* = r* } ^ J z = y' r* — $ax 

a ax — x? — y*) \y—ÿuax — -r*', 

la première projection est une parabole indéfinie du côté des 

abscisses négatives , et qui est limitée dans le sens des x posi- 

r 1 , 

tives, par x= — ; la seconde est comprise toute entière 

entre 1=0 et x==a a\ il résulte de là que la courbe do 
l’espace , qui cesse d’être réelle par y ou par z , ne s’étend 
du côté des abscisses positives que jusqu'à une distance du 

plan des yz , égale à 

Il reste à rechercher si la courbe en question est ou non 
comprise dans un plan , ce qui revient à examiner si elle 
peut être l’intersection d'un plan et d’un cylindre élevé sur 
l'une de ses projections. Si l’on désigne toujours le plan par 



Ax -f- By -J- Cz = D , 

la combinaison de cette équation avec la suivante 



a ai -f- z* — r* , 

donnera pour projection de l’intersection sur le plan des yz , 

A - ( - ~£ . ) . + ,gy + Cz = Z?; 
aa 1 



et cette courbe devrait coïncider dans tous ses points avec 
la projection de celle de l’espace sur le même plan des y z, 
laquelle a pour équation 
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or de la première on déduit 

saD — Ar* — aaCz-f-Az* 

y a aB 

t m » 

valeur qui reportée dans la seconde, donne 

/ ctaD — Ar* — a aCz -|- Az' \* t ( r* — ; a* )• 

\ a aB ) ^ * 4 a* 

laquelle se réduit à la forme 

■Ps* + Çz 3 + Rz* + Sz + T= o. 

i ’ - t • 

Or cette équation devant être vérifiée par toutes les valeurs 
de z , ou devant avoir lieu indépendamment de s , il faut 
nécessairement qu’on ait ces cinq conditions 

P — o , Q = o, R — o, S = o;T = o, 

et comme aucune d’elles ne rentre dans l’autre , on ne peut 
déterminer les coefHciens A, B, C, D de manière à satisfaire 
à toutes en même temps. Donc la courbe d’intersection de 
la sphère et du cylindre, ne peut être dans un plan. Voyez 
le traité des courbes à double courbure de Clairaut et les 
leçons de Monge. 

17a. Le méridien terrestre d’un Heu, est la suite des points de 
la surface de la terre , qui ont leur zénith surune circonférence 
déterminée par un plan passant par l’axe de rotation de la 
terre et par le zénith de ce lieu , plan prolongé jusqu’aux li- 
mites de la sphère céleste : vu l’immense grandeur du rayon 
delà sphère étoilée, les verticales de tous ces points peuvent 
être censées parallèles au plan du méridien céleste , ensorte 
que le méridien terrestre est une courbe formée par la jonction 
des piés de toutes les verticales parallèles au plan du méridien 
oéleste , et qui aboutissent à sa circonférence. Si la ferre est 
- un sphéroïde irrégulier , auquel cas les normales à la surface 
ne rencontrent pas l’axe de rotation , cette courbe est à double 
courbure -, dans le- cas contraire, eüo est une courbe plane. 
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CHAPITRE XYIII. 

Rayons de courbure des courbes du premier ordre. 

173 . Nous reprendrons le problème des tangentes parce que 
cette question sert en quelque sorte d’introduction à la théorie 
générale des contacts , que nous n'étendrons ici qu’aux sections 
coniques ; et , pour sauver toute difficulté , nous nous pro- 
poserons d'abord de mener une tangente à la parabole : nous 
généraliserons ensuite Ta solution , et enfin nous passerons à 
la détermination des élémens du cercle qui touche le plus 
intimement possible , une section conique, et qu’on nomme à 
cause de cette propriété , cercle oscillateur. Ce chapitre ne 
suppose que ce qui a été démontré. ( 41g? première section 
cbap. XXI). 

1 74- Soit donc l’équation de la parabole 
y' = mx , ou y = \/ mx 
et celle d’une droite 

q =ap+ b, 

q étant l’ordonnée et p l’abscisse, la parabole et la droite 
étant d’ailleurs rapportées à une même origine : la condition 
d'un point commun à la droite et à la parabole , donne 
p = x et q =y , ensorte qu’on a cçtte première équation 
de condition 

JL L 

m a x* =ax+ b ( 1 ), 

qui sert à déterminer l’une des deux constantes de la droite- 
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Supposons maintenant que dans les deux équations ; 

. il. 

y = m * x* , ^ = ox + A 

on change x en x ±; i , i étant supposé très-petit ; par là 
on considérera sur la droite et sur la courbe deux points situés 
très-près l’un à droite et l’autre à gauche du point commun ; 
les développemens ordonnés suivant les puissances ascendantes 
de i, seront 

m‘x * i -|- Pi* etc. 
ax + b+ai 

P, Q etc. étant des coelEcieus faciles à former ; si à la condi- 
tion (i), on ajoute celle-ci 




ax* • 



la différence entre les ordonnées de la droite et de la courbe 
pour les abscisses x±z i , c’est-à-dire , Pi * -f- Qi* -f- etc. , 
sera d’autant plus petite , que l’intervalle i sera plus petit , 
puisqu'on a égalé les deux premiers termes des développe- 
mens qui sont les plus grands ; cette droite ainsi menée , jouit 
de la propriété qu’aucune autre droite ne peut être menée 
entre elle et la courbe; car soit 

s = nr -f- h 

l’équation d’une seconde droite : si on veut déterminer m 
et n d’après la condition que les deux développemens 

. 7n*x* + - m* x * i -f- Pi* -f- etc. 

a • . 
nx 4- h + ni 

coincident autant qu’il est possible, on trouvera pour n et A 
les mêmes déterminations que pour a et b , d’où l’on con- 
clura que cette seconde . droite se confond avec la première. 
Mais parce qu’on peut toujours prendre i tellement petit que 
le terme Pi* donne son signe au reste du développement , la 
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différence PP'dz QP + etc. entre les coordonnées de la droite 
et de la courbe correspondantes aux ab-cisses x ±. i , de meme 
signe en passant de la droite à la gauche de l’ordonnée y 
du point commun , indique que la droite est toute entière 
située ou au-dessus ou au-dessous de la courbe par rapport 
à l’axe ; donc cette droite est tangente. 

Des équations (i) et (a) on déduit 



a 




a 




reportant ces valeurs de a et de b dans l'éqtiation^Akla 
droite , après avoir changé x en x' pour désigner le jWmt 
de contact ou de tangence , et écrit y pour q et x pour p, 
on trouve 




t I 

mV 1 



m , mx' 

— j— I x + — J — r 

amV am'x’* 



mais l’équation de la parabole devenant pour le point x', y', 

y = 

1 équation de la tangente se change dans celle-ci 



c’est celle qu’on a trouvée ( chap. XI ). 

175. Résolvons la même question sur Péquation générale 



y = ( mx * -(- n )* 

des Sections coniques qui ont un centre: en y changeant x en 
x ±: 1 , on a ces developpamens des ordonnées de la 
Élem. de Géométrie. a 0 
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courbe et la droite , situées à des distances *4- i , —i, del’or- 

doiftiée du point commun , savoir 



( mr 1 -f- n )“ 



et 



— 7 i + Pi * ±. Ri* + etc. 

( 771 X 1 -f- Tl)* 

ax b ± ai: • 



pour de très-petites valeurs de i , on a ces conditions du contact 
le plus intime entre la courbe et la droite , au point x', y'. 



ax' 4* b = C mx ' ! ‘ 4 - n)* , c = ■ 



mxf 



d'oAfcp 



déduit 



(mx 1 * 4- n) 1 



è=- 



( 77lj/“ 4-71)* 



ensorte que l’équation de la droite devient par ces valeur* 
de a et b, 

mx' x 4- 7i , , 

y ~ ; , ou y y — mx x — n = o , 

( mx '* 4" ”) * 

équation générale des tangentes aux courbes du premier ordre.' 
JLe reste du développement , savoir Pi 1 rh Ri 1 4 - etc. , mesure 
toujours la différence entre lesordonnéesde la droite et celles de 
la courbe , correspondantes aux abscisses x -f- i , ou x — i ; et 
comme en supposant i très-petit , cette différence se rapporte 
à deux peints extrêmement voisins à droite et à gauche 
du point commun , on voit que , puisqu'elle reste de même 
signe , tous les points de la droite sont au-dessus ou au-dessous 
des points de la courbe par rapport à l’axe, et qu'il n’existe 
d’ailleurs qu’un seul point qui soit en même temps sur l’una 
et l’autre ligne. Ces considérations sont au moins aussi simples 
que celles dont on on est parti dans le chap . XI , et elle* 
ont d’ailleurs l’avantage de préparer à la théorie générale de* 
contacts, qu'on donne dans le calcul différentiel. 
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176. Cherchons maintenant les coordonnées du centre et le 
rayon d’un cercle qui ait relativement aux cercles , la même 
propriété que la tangente à l’égard des lignes droites ; les Géo- 
mètres le nomment cercle oscillateur , ou cerc le de courbure , 
parce qu’il sert à mesurer la courbure de la courbe dans ses 
difFérens points , laquelle est en raison inverse du rayon de ce 
cercle , qu’on appelle rayon de courbure. 

Reprenons l'équation générale des sections coniques 

y = (mx* ’ 

et celle d’un cercle dont les coordonnées du centre soient a 
et b , le rayon r et les coordonnées générales p et q ce 
cercle sera représenté par 

iq — by + ( p—ay = r* , d’où q = b + — (/> — a)", 

p, q ayant même origine que x ety\ pour donner an cercle 
et à la courbe un point commun, on fera x et q—y , 
d’où résulte cette première équation de condition 

(mx’* + n ) a = b -f- l/r 1 — (x — a)* (1) 

supposons ensuite x — x dt i , et développons les ordonnées 
correspondantes de la courbe et du cercle suivant les puis- 
< sances croissantes de i ; on trouvera, en ne calculant que les 
coefficiens de i et i’, 

(mx’+n) 1 ±. — — — r i -|- — 5 i t ±Pi 3 +JU 4 ±etc: 

(mx’-f-n) 1 a (mx’-f-n') 1 

b-j- l/ r* — (x — ay + — - yi 

{r*-(x-ay}' 

j i* Fi? + Ri* ± etc: 



\ 
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et comme le cercle ne renferme que les trois constantes 
a , b , r , on ne ptut égaler plus de trois termes de ces déve- 
loppemen» -, mai» parce que i étant supposé tres-petit, les pre- 
miers terme sont les plus grands, on aura donc la plus petite 
différence possible entre les deux développemens , sous la pre- 
mière condition jointe aux deux suivantes 



mx x — a 

( mx® -f- n ) 1 { r* — (x — a) a j* 

mn r 4 

(mx 3 -fn) a {r 3 — (x — c) s }‘ 

• } 

on déduit aisément de ces relations 



00 



( 3 ), 



mx* 



mn 






Il est Yisible qu’aucun antre cercle ne peut passer entre la 
courbe proposée et le cercle déterminé de grandeur et de 
position par ces valeurs de a, b , r , puisque, pour la déter- 
mination des trois constantes du premier cercle , on serait 
conduit-aox mêmes équations (i) , (a) et (^) ; par conséquent 
le nouveau cercle coïnciderait dans tous ses points avec celui 
qu'on vient de déterminer. 

On tire des équations (2) et (1) ces valeurs dç u et i en r, 




rmx 

{mi* (1 + m) + nj* 

(mr*x J + n)’ 

{ mx* (1 + m ) -|-nj* 



( 4 ) 

00 



Si on regarde le rayon r comme donné , il ne teste pljis d’ar- 
bitraires, et l’on en conclura que le cercle donné dont !• 
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centre est déterminé par les coordonnées a et b , est tel 
qu’entre lui et la courbe , on ne peut faire passer aucun autre 
arc de même rayon , mais placé différemment : car pour un 
autre cercle de rayon r rapporté aux coordonnées c et d , on 
aurait les mêmes équations de condition ( 1 ) et (a) , lesquelles 
donneraient c et d en place de a et b, et conséquemment le 
même centre. Donc le cercle du rayon r sera tangent à la sec- 
tion conique au point x, y, mais il n’aura pas avec cette 
courbe le contact le plus intime, c’est-à-dire, qu’on pourra 
faire passer entre ce cercle et la courbe un autre cercle , par 
exemple , celui dont la position et le rayon seraient détermi- 
nés par les équations (i), ( 2 ) et (3), puisque l’égalité d’un 
plus grand nombre des premiers termes des deux développe— 
mens, rend plus petite la différence entre l’ordonnée de la 
courbe et celle du cercle pour une même abscisse. A propre- 
ment parler , dit Lagrange , dans la théorie des fonctions , où 
l'on trouve cette doctrine exposée avec beaucoup de détails, ces 
courbes ne coïncident que dans le point où les ordonnées sont 
égales , et l’égalité des second , troisième , etc. termes , ne les 
rend pas plus coïncidentes dans d’autres points , mais elle les 
fait approcher de manière que tout autre cercle , par exemple, 
pour lequel les memes égalités n’auraient pas lieu, ne puisse 
passer entre celui-là et la courbe. 



Comme les équations (4) et (5) ont lieu quel que soit r, 
on peut regarder ce rayon comme indéterminé dans les valeurs 
de a et é; alors a et b seront les coordonnées d’une droite 
donnée par l’élimination de r, droite qui sera représentée par 



.y-y— - 



a y' 



2 nx' -f- m 






cette ligne , lieu des centres de tous les cercles tangens à la 
courbe, est la normale. Dans les trois sections coniques , le 
raj'on de courbure est égal au cube de la normale , divisé par 
le quart du carré du paramètre. 
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Pour l’ellipse, le rayon de courbure a pour expression ^ 

r - ( c< ~ J * (a'-b‘)V _ a* «3 

* 

A désignant la normale ; et si l’on nomme ç l’angle formé avec 
le grand axe , par une ligne r > menée du centre de l’ellipse au 
point x, y , auquel cas x—/ cosç, on' trouve cette autra 
expression ■ . < 

3 

_ { a* — /* (a* — b*) cos*? ) * 

r TFb : 

. <, a — b 

si 1 on pose — r= a . , <t étant une quantité très-petite pour 

des ellipses peu aplaties , on a , à très-peu près / = a , ce qui- 
serait rigoureusement vrai pour la sphère ; donc , dans ce cas 

r — l 0 ’— cos ° 9 / * . 
ab 

mettant pour a sa valeur b (1 +«) et rejetant, les puissances 
de <t, supérieures à la première , on a 

3 _ 

r ^ ( 1 -f- na sin* t> } * ^ ( 1 -f- 3 <*sin* -f- etc.} 

1 -J- a. 1 — a -f- etc. 

= £{1 — a(i — 3 sinVp ) } . 

cette expression ne renfermant plus que la variable <p , qui 
augmente en allant de l’extrémité du grand axe à l’extrémité 
du petit , ou de l’équateur au pôle sur un même méridien , 
les rayons de courbure vont donc aussi en croissant dans 
le même sens; et comme les arcs qui répondent au même 
nombre de degrés dans différens cercles , sont proportionnels 
en longueur aux rayons de ces cercles, il s’ensuit que les 
degrés du méridien croissent de l’équateur au pôle dans le 
même rapport. Voyez l 'Astronomie physique par Biot , et la 1 
n° 7 de la Correspondance sur l'Ecole impériale polytechnique^ 
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Si* 

Notes sur le plan. 

I"*. Soit une droite passant par l’origine des coordonnées , 
ayant conséquemment pour équatious de ses projections sur 
les plans des xz et des yz , 

(i)....x = as, y —bz (a); 



si l'on multiplie ( 1 ) par A et qu’on ajoute le produit à ( 2 ) , 
on aura ce résultat 

et si l’on fait • ,*. 

d’où ^=A, 

ha -f- 0 ho. -f- b Ji 



l’équation (3) prendra cette forme 

% — Ax+By (4). 

Mais pour un facteur A déterminé , si on pose le dénomi- 
nateur commun 

ao -f- b = m , 

m étant un nombre donné , pour toutes les valeurs attribuées 
à a et celles qu’on conclura pour b , les coefliciens A et B 
ne varieront pas ; ensorte que la droite ( 1 ) et (a) , dans toutes 
ses positions, sera sur la surface représentée par (4)* 
Cette propriété caractérise une surface plane ; donc l’équa- 
tion (45 représente un plan : A et B sont les tangentes tri— 
gonométriques des angles faits par ses traces sur les plans 
x* , yz , avee des parallèles aux axes des x et des y. Si on 
suppose que ce plan se meuve parallèlement à lui-même , z 
deviendra z -f- D ; ensorte qu’ajoutant D aux deux membres 
de (4) , et faisant z-f- - D=zz , le plan, dans la position la 
plus générale , sera représenté par 

a = Ax + By + D. 
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II. Pour que la ligne 

x = az-j-u,y = bz-}-C 

soit dans le plan 

Ax + By+Cz + Ü — o, 

il faut que ces coordonnées conviennent au plan, c’est-à-dire, 
qu’on ait 

A ( az -f- a) B(bz + C) -f- Cz -f- D =so ; 

ou bien 

(^u-f /?à + C)z + Ax + 5C -f- Z? = o : 

mais la coordonnée z devant être quelconque , cette équation 
se partage dans celles-ci , 

( 1 ) . • . Au 4- Bb -f- C * o , Aa 4- BC 4* Dzx:o , . ,( 2 ) 

qui sont les conditions trouvées autrement dans le texte : la 
seconde a toujours lieu , lorsque la ligne et le plan passent par 
l'origine. Si le même plan doit passer par une seconde ligne 

x — a' z -f -et , y =zb' z -\-C 

on a 

(3).. AA+Bb'+C=a, A*' + B? + D = o. .(4). 

Les conditions ( 1 7, (a) , (3) et (4) donnent celle-ci 

(«-O ( <r_o -(*-*') («-*') . 

qui exprime qoe les deux droites doivent se couper , si elles 
ne sont pas parallèles. 

FIN. 
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* Analytique. 77 j. 



t/f. 
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